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Der gegenwirtige Stand der Theorie der Supraleitung') 


W. L. GINSBURG 


Mikroskopische Theorie’) 


Inhalt: 
1. Einleitung. 
Die Hypothese der spontanen Stréme. 


ad 


3. Die diamagnetische Hypothese. 
a) Ausgangsiiberlegungen. 
b) Die Supraleitfahigkeit idealer geladener BOSE- und FERMI-Gase, die sich in einem 
Hohlraum befinden. 
c) Die Rolle der Gitterschwingungen und der hohen Dielektrizitaétskonstanten. 
Einige kritische Bemerkungen. 
4. Die quasimikroskopische Methode in der Supraleitungstheorie. 
a) Das Spektrum der ,,elementaren Anregungen“ und die Theorie der Superfluiditat 
von Helium II. 
b) Das Anregungsspektrum emer Elektronenflissigkeit in einem Metall und die Supra- 
leitfahigkeit. 
5. SchluB. 
Literaturverzeichnis 
I. Einleitung 


Es gibt bisher noch keine ausgearbeitete mikroskopische Theorie der Supra- 
leitung. Man kann lediglich auf eine Reihe von Hypothesen, Bemerkungen 
und Versuchen zu einer Klarung des Mechanismus der Supraleitung hin- 
weisen. Trotz dieser Lage und gerade im Hinblick auf die gegenwirtige 
Situation scheint es uns zweckmaBig, den Stand der mikroskopischen Theorie 
der Supraleitung zu iiberpriifen und insbesondere den Wert einer Anzahl der 
neuesten Arbeiten auf diesem Gebiet klarzulegen. 

Zunichst umreiBen wir die Probleme, die eine mikroskopische Theorie der 
Supraleitung zu behandeln hat. 

1. Vom Standpunkt des Elektronenmechanismus mu gezeigt werden, unter 
welchen Bedingungen und wodurch ein Metall supraleitend wird, d. h. wann 
in ihm ein Supraleitungsstrom j, flieBen kann, der nicht mit einer Wiirme- 
erzeugung verbunden ist. In schwachen Magnetfeldern (d.h. unter der Be- 
1) Uspechi Fiz. Nauk, Band XLVIII, Heft 1, Sept. 1952, S. 25 ff. 

2) Hin Artikel, der die makroskopische Theorie der Supraleitung behandelt, wurde 1950 
veréffentlicht. Eine Ubersetzung erschien in den ,,Abhandlungen aus der sowjetischen 
Physik“, Folge II, Berlin 1951. 
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dingung H < H;, wo H, das kritische Feld ist) gentigt die Stromdichte j,_ 
den Gleichungen 


, if 
(1, 1) rot Aj. = —— ©, | 
2 OAjs =i 
te 2) Ot ee. ? 


dabei ist A = m/e? n, und n, die Konzentration der supraleitenden Elektronen. 
Auf diese Gleichungen mu jede Theorie fiihren. 
Die Behandlung starker Felder, die zum Versténdnis der Zerstérung der 
Supraleitfahigkeit im Magnetfeld und einer Reihe anderer Fragen notwendig 
ist, ist fiir die Untersuchung des Gesamtproblems sehr wichtig. Vom Stand- 
punkt der mikroskopischen Theorie ist es jedoch das Natiilichste, das Pro- 
blem der starken Felder als zweitrangig anzusehen und vor allem zu versuchen, 
den Mechanismus der Erscheinungen im einfacheren Fall der schwachen 
Felder zu verstehen. 
2. Gleichzeitig muB in einer Metalltheorie, die die Erscheinung der Supra- 
leitung erklart, die Tatsache ihren Ausdruck finden, da8 in einem hinreichend- 
starken Magnetfeld jeder Supraleiter sich im normalen (nichtsupraleitenden) 
Zustand befindet, dessen Eigenschaften sich nicht von denen der nicht- 
supraleitenden Metalle unterscheiden. . 
3. Die besonderen thermischen Eigenschaften der Supraleiter miissen eben- 
falls begriindet werden, d.h. es mu8 eine dem Experiment entsprechende- 
Temperaturabhingigkeit der freien Energie und damit auch der Entropie und 
der spezifischen Wairme im supraleitenden Zustand herauskommen (in erster 
Naherung dndert sich die spezifische Wirme nach dem Gesetz c,~ 7°; in 
Abwesenheit eines Magnetfeldes ist der Ubergang vom supraleitenden in 
den normalen Zustand ein Ubergang zweiter Ordnung). 
4. Aus der Theorie muf die charakteristische Temperaturabhingigkeit der 
normalen Leitfaihigkeit und der Wairmeleitfihigkeit im supraleitenden Zustand 
folgen. Es muB hierbei klar werden, wie der U bergang vom supraleitenden in 
den normalen Zustand im mikroskopischen Bild der thermischen Bewegung 
im Metall aussieht, Hierher gehért auch die Frage nach der Dielektrizitatsd 
konstanten im supraleitenden Zustand, die offenbar riesige Werte annimmt: 
fo ~~ 108 — 10" (siehe weiter unten). / 
. Seit der Entdeckung des Isotopie-Effekts ist klar, daB es unméglich ist, 

eine mikroskopische Theorie der Supraleitung ohne Beriicksichtigung der 
Wechselwirkung der Leitungselektronen mit den Schwingungen des Kristal 
gitters aufzubauen, Die Ber iicksichtigung dieser W echselwirkung muB zu der 
aus dem Experiment hervorgehenden Abhiingigkeit MM‘: 7, = const fiihren, 
wobei M die Kernmasse und 7), die kritische Temperatur ist; diese Kon- 
stante ist selbstverstindlich fiir verschiedene supraleitende Metalle ver- 
joes 

. Abgesehen von einigen Punkten, die im Augenblick von zweitrangiger 
Poin sind (dem Problem der thermoslektrischen Kigenschaften der 
Supraleiter, dem Kinflu8 des Druckes usw.) betonen wir, daB eine der Haupt- 
aufgaben einer Theorie der Supraleitung in der Aufklirung der Frage besteht, 


. 
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weshalb einige Metalle supraleitend werden, wiihrend andere (wie etwa Au, 
Ag, Cu, Pt u.a.) anerkanntermaBen bis zu den tiefsten erreichbaren Tem- 
peraturen nicht supraleitend werden und, wie man mit Grund vermutet, auch 
am absoluten Nullpunkt selbst Nichtsupraleiter bleiben. 
Die Schwierigkeiten beim Aufbau einer mikroskopischen Theorie der Supra- 
leitung beruhen weitgehend darauf, da8B man hier nicht von einem Modell 
des Metalls ausgehen kann, in dem die Elektronen als miteinander nicht in 
Wechselwirkung stehend angenommen werden (eingehender wird hiervon in 
den Abschnitten 3 und 4 die Rede sein). Alle Erfolge der Elektronentheorie 
der Metalle, zumindest im Hinblick auf die Leitfahigkeit, beruhen indessen 
bis heute namentlich auf dem ,,Elektronengas-“‘ oder Einelektronenmodell, 
einem Modell, in dem die Wechselwirkung zwischen den Elektronen entweder 
tiberhaupt nicht oder nur in ganz summarischer Weise beriicksichtigt wird?). 
Die Entwicklung einer mikroskopischen Theorie der Supraleitung ist also 
notwendig mit einer Erweiterung und Verallgemeinerung des benutzten 
Modells des Metalls, mit einer eingehenderen und vollstiindigeren Beriick- 
sichtigung der Wechselwirkung der Elektronen untereinander und mit dem 
Gitter verbunden. Dieses Problem ist auBerordentlich kompliziert, seine 
Untersuchung jedoch ist heute durchaus nicht nur vom Standpunkt der 
Theorie der Supraleitung von Bedeutung. Das haufig betrachtete ,,Elektronen- 
gasmodell” ist namlich theoretisch durchaus nicht hinreichend begriindet. 
Die Elektronen im Metall bilden in Wirklichkeit eher eine ,,Elektronen- 
fliissigkeit“* als ein Gas, denn die Wechselwirkung zwischen ihnen ist stark 
und gréBenordnungsmaBig vergleichbar mit ihrer Wechselwirkung mit dem 
Gitter. Wenn sich eine solche ,,Fliissigkeit‘‘ in mancher Hinsicht wie ein Gas 
verhialt, so liegt das daran, daB die Elektronen der FERMI-Statistik gehorchen. 
In einem entarteten FERMI-Gas spielen bei der Temperatur 7’ bekanntlich 
nur die Teilchen eine aktive Rolle, deren Energie von der Grenzenergie E, 
des vollstindig entarteten Gases um eine Grobe von der GréBenordnung kT 
verschieden ist: ist die Gesamtkonzentration der Elektronen n, so ist von 
ihnen nur ein Teil mit der Konzentration 
kT ft 
An~n rege T 


0 


,aktiv‘‘, wobei 7, = E,/k die Entartungstemperatur ist, die 10* bis 10° Grad 
betrigt. Nur diese in der Nahe der FERMI-Grenze gelegenen Elektronen liefern 
einen Beitrag zur Warmeleitung des Gases und kénnen ihre Energie bei 
StéBen miteinander oder mit anderen Teilchen (z. B. den Schallquanten des 
Gitters) andern. Alle iibrigen Elektronen, die hinreichend weit von der 
FERMI-Grenze entfernt sind, kénnen offenbar keine Energie von der GréBen- 
ordnung kJ’ abgeben oder aufnehmen. Deshalb kann insbesondere die Cou- 


1) In dem Modell, von dem die Rede ist, wird angenommen, dai die Elektronen sich in 
einem periodischen Feld bewegen; die Korrelation zwischen den Bewegungen der einzelnen 
Elektronen wird vernachlissigt. Die summarische Beriicksichtigung der Wechselwirkung 
' der Elektronen beschrinkt sich auf die Feststellung, daB das erwiihnte, in seinem exakten 
_ Wert unbekannte periodische Feld nicht nur durch die Ionen, sondern auch durch simt- 
liche Elektronen erzeugt wird. 
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LoMBsche Wechselwirkung zwischen den duBeren (aktiven) Elektronen und — 
allen iibrigen im allgemeinen nicht voll zur Wirkung kommen; wirksam ist — 
im allgemeinen nur die verhiltnismibig schwache Wechselwirkung der 
iuBeren Elektronen unter sich. Daher ihnelt das Verhalten eines entarteten— 
Elektronengases dem einer Elektronenfliissigkeit, in der die ,,Elementar-— 
anregungen‘ ein Energiespektrum besitzen, das dem Spektrum der auBeren— 
Elektronen in einem idealen FERMI-Gas entspricht1). Die Erfolge des Elek- 
tronengasmodells des Metalls zeigen, da diese Ahnlichkeit zwischen dem 
Anregungsspektrum der Elektronenfliissigkeit in Metallen und dem Spektrum 
der aiuBeren (d.h. in der Nihe der Grenzenergie gelegenen) Elektronen im — 
idealen FERMI-Gas tatsachlich vorliegt. Dieser Umstand ist jedoch theoretisch 
nicht geniigend durchdacht; vor allem bleibt unklar, unter welchen Be- 
dingungen und weshalb die erwihnte Ahnlichkeit der Spektren von Fliissig-— 
keit und Gas gestért ist. Auf die Tatsache, da die Ahnlichkeit der Spektren 
der Elektronenfliissigkeit und des Gases in Wirklichkeit nicht vollkommen 
ist, deutet auch das Vorhandensein der Supraleitfaihigkeit hin, die sich vom 
Standpunkt des Gasspektrums nicht verstehen 1aBt (siehe Abschnitt 4). 
AuBer der Supraleitfihigkeit ist vom Standpunkt des Gasmodells auch das 
starke Anwachsen des Widerstandes unverstindlich, das man bei nicht-_ 
supraleitenden Metallen bei hinreichender Senkung der Temperatur beobach- 
tet [gewdhnlich bei 7’ < 1° K; GrInsBuRG (1946a) § 23 sowie MENDOZA und 
THOMAS (1951)]. Die Notwendigkeit einer Weiterentwicklung der Metall- 
theorie in Richtung auf eine vollstindigere Beriicksichtigung der Wechsel-_ 
wirkung der Elektronen unter sich und mit dem Gitter wird auch durch die 
Probleme gezeigt, die bei der Behandlung einer Reihe anderer Fragen auf- 
tauchen [siehe z. B. WONSOWSKI (1948)]. Wir weisen auch darauf hin, daB 
die Erfolge des Elektronengasmodells der Metalle hiufig iiberschitzt werden. 
In vielen Fallen deuten die richtigen Ergebnisse, die sich aus diesem Modell 
ergeben (z. B. die Formel fiir die thermische Ionenemission, das OHMsche > 
Gesetz, die thermoelektrischen Beziehungen von THOMSON) nur darauf hin, 
dafS seine Higenschaften den Hauptsitzen der Thermodynamik oder einer 
Anzahl anderer sehr allgemeiner Bedingungen und Forderungen nicht wider- 
sprechen. Zu den wirklichen Leistungen der iiblichen Metalltheorie gehéren 
im wesentlichen nur Dinge wie die Bestimmung der Temperaturabhiangigkeit 
der elektrischen Leitfihigkeit (aus dem Gasmodell geht hervor, da8 bei 
hohen Temperaturen o ~ 1/T und bei niedrigen Temperaturen o ~ T-> ist) 
und eine Reihe weiterer kinetischer Koeffizienten, eine gré8enordnungs- 
miBige Abschitzung dieser Koeffizienten sowie des Einflusses eines auBeren 
Magnetfeldes auf ihre Werte. 

Man kann fiir einwertige Metalle, z. B. fiir das Gold, die Ubereinstimmung von. 
Theorie und Experiment hinsichtlich der elektrischen Leitfahigkeit fiir 
T' > 1°K als gut ansehen (siehe die Lehrbiicher der Metalltheorie). Selbst in 
diesem am besten untersuchten Fall bestehen jedoch noch gewisse Unklar- 
heiten [BARTON, SMITH, WILHELM (1940)]. Was die elektrische Leitfiahig- 
keit mehrwertiger Metalle und insbesondere die Warmeleitungs-, thermo- 
') Naheres hierzu siehe LANDAU und Lirscuiz (1951) §§ 66—69 sowie GINSBURG 
(1946 a, b). Wir werden im Abschnitt 4 auf dieses Problem zuriickkommen. 
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elektrischen und galvanomagnetischen Effekte in Metallen angeht, so ist 
hier die Frage nach der Ubereinstimmung der vorhandenen Theorie mit dem 
Experiment bei tiefen Temperaturen noch sehr offen. Dabei handelt es sich 
in einer Reihe von Fallen nicht nur um eine unzureichende Zuverlassigkeit 
yund Genauigkeit der experimentellen Angaben, sondern auch um das Fehlen 
ystrenger und klarer theoretischer SchluBfolgerungen bei Benutzung des Gas- 
modells (besonders wesentlich in dieser Hinsicht sind die Frage nach der 
. Rolle der ,,Umklapp-Prozesse“ und die hiermit zusammenhingenden Zweifel 
jan der Exaktheit der bestehenden Theorie der Leitfahigkeit bei tiefen Tem- 
fperaturen; vgl. die Lehrbiicher der Metalltheorie). Auf diesem Gebiet ist ein 
kritischer Uberblick iiber simtliche vorhandenen theoretischen und experi- 
mentellen Daten sehr notwendig. Es scheint uns nicht ausgeschlossen, daB 
feine solche Analyse und vor allen Dingen weitere theoretische und experi- 
fmentelle Arbeit, insbesondere die Durchfiihrung einiger bisher unterbliebener 
*Versuche, z. B. die Aufklirung der Frage nach dem Giiltigkeitsbereich des 
OuMschen Gesetzes [GINSBURG (1946a) § 23 sowie IGNATJEWA und Ka- 
FLASCHNIKOW (1952)], zu einem Verzicht auf die heutzutage sehr verbreitete 
fAnsicht zwingt, daB eine auf dem Gasmodell beruhende Metalltheorie sich 
fim groBen und ganzen, abgesehen von der Supraleitung, in guter Uberein- 
tstimmung mit dem Experiment befinde. 

Wie die Dinge auch liegen mégen, eine wesentliche Weiterentwicklung der 
*Metalltheorie ist notwendig, und die Erscheinung der Supraleitung wird in 
#dieser Hinsicht ein Priifstein jeder neuen Theorie sein, die Anspruch auf 
universelle Bedeutung erhebt. 

@Die bekannten Versuche zum Aufbau einer mikroskopischen Theorie der 
@Supraleitung kann man allgemein in drei Gruppen einteilen. Zur ersten dieser 
Gruppen gehoren die Theorien, die von der ,, Hypothese der spontanen Stréme* 
#ausgehen, d.h. von der Annahme, daf im supraleitenden Zustand im Metall 
stets (sogar ohne ein auBeres Magnetfeld) spontane Stréme flieBen. Im Ab- 
$schnitt 2 versuchen wir die Unzulinglichkeit dieser heute ziemlich weit ver- 
Sbreiteten Annahme nachzuweisen. Im Abschnitt 3 werden dann die Ver- 
}suche erértert, die Theorie der Supraleitung auf die ,,diamagnetische Hypo- 
}these“‘ zu griinden, nach der die Supraleitungsstréme den Strémen dhneln, 
tdie den Diamagnetismus der Atome und Molekiile im aiu8eren Magnetfeld 
}bedingen. Dieser Richtung, die uns richtig zu sein scheint, werden wir einige 
}) Aufmerksamkeit schenken. Hier wird auch die Frage nach der Notwendigkeit 
feiner Beriicksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen mit dem Gitter 
terortert, die sich aus der GréBe des experimentell zu beobachtenden Isotopie- 
| Effekts ergibt. Der letzte Teil des Artikels (Abschnitt 4) ist einer quasimikro- 
q skopischen } Methode zur Beschreibung der Supraleitung gewidmet, die der- 
tjenigen Methode verwandt ist, die LANDAU mit Erfolg im Fall der Super- 
ifluiditat von Helium II anwandte. Hier wird die Frage erértert, wie das An- 
tregungsspektrum der Elektronenfliissigkeit im Metall beschaffen sein muB, 
-damit eine Supraleitfaihigkeit auftritt, die sich als Superfluiditat der geladenen 
| (Elektronen-) Fliissigkeit im Metall auffassen laBt. 

Leider ist auch diese Methode, die geschmeidigste von allen, bisher 
nur in demselben Grade entwickelt, wie im Fall der Superfluiditéat von 


» Helium I. 
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In der kurzen SchluBbemerkung werden die Ergebnisse der vorhergehender 
Abschnitte zusammengestellt. 
Die Art des Themas und das Bestreben, den Artikel méglichst lesbar zw 
machen, zwingen zu einer ziemlich breiten Darstellung. 


2. Die Hypothese der spontanen Stréme 


Die Hypothese der spontanen Stréme besteht, wie bereits bemerkt, in der 
Annahme, da& im thermodynamischen Gleichgewicht auch ohne Vorhandens 
sein eines iiuBeren Magnetfeldes im Supraleiter spontane Stréme flieBen. Mit 
anderen Worten: Es wird angenommen, daf der energetisch tiefste Zustand? 
eines supraleitenden Metalls ein Zustand ist, in dem die mittlere Stromdichte 
j+:0 ist, ahnlich wie in einem Ferromagnetikum unterhalb des CURIES 
punktes die spontane Magnetisierung Jt + 0 ist. Aus dem Experiment geht | 
hervor, da& in Abwesenheit eines auBeren Magnetfeldes der Gesamtstrom 
im Fall hinreichend reiner (,,idealer‘‘) Supraleiter stets verschwindet. Diese 
Tatsache kann man — vom Standpunkt der Hypothese der spontanen Strém il 


j = 0 ist (hier ist wiederum die Analogie zu den Ferromagnetika benutzt, die : 
in Abwesenheit eines 4uBeren Feldes in einzelne Bereiche zerfallen, so dal 


der Mittelwert fiir den ganzen Korper It = 0 betragt). 


SOMMERFELD (1933) § 44] und LANDAU (1933) entwickelt; in den letzten 
Jahren stiitzte sich HEISENBERG (1947, 1948) bei seinen Versuchen zum Auf-— 
bau einer Theorie der Supraleitung auf sie [eine Ubersicht iiber die Arbeiten 
in dieser Richtung gibt KOPPE (1950)], ebenso BORN und CHENG (1948) und 
eine Anzahl anderer Forscher. 
Der haufigste Einwand gegen die Theorie der spontanen Stréme stiitzt sich 
auf den sogenannten Satz von BLOCH und beruht im wesentlichen auf eine 
MifBverstindnis. Der Satz von BLocH, der von Boum (1949) eingehend be- 
handelt wurde, besteht in der Behauptung, da der Zustand eines Systems . 
von Elektronen mit von Null verschiedenem Strom nicht der energetisch — 
tiefste sein kann, wenigstens bei Beriicksichtigung lediglich der Wechsel- | 
wirkung der Hlektronen unter sich und mit dem Potentialfeld des Gitters, | 
aber unter Vernachlissigung der Wechselwirkung des Elektronenspins mit | 
den magnetischen Bahnmomenten. Hierbei wird unter einem Zustand mit ; 
einem Strom ein Zustand verstanden, bei dem der Gesamtstrom, d.h. der ' 
Strom durch den Gesamtquerschnitt des Supraleiters von Null verschieden | 
ist. Mit anderen Worten wird behauptet, daB in Abwesenheit von iiuBeren | 
Feldern und ohne Beriicksichtigung der magnetischen Wechselwirkung ein | 
Zustand, in dem etwa in einem geraden Draht kein Strom flieBt, energetisch i 


1) Kine etwas allgemeinere Annahme bestcht darin, da® der Zustand mit einem nicht- - 
verschwindenden Strom nicht die tiefste Energie, sondern die tiefste freie Energie hat. | 
Unten werden wir der Einfachheit halber von der Energie reden, um so mehr, als fiir } 
T’-+0 die freie Energie in die innere Energie iibergeht. 
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tiefer liegt als ein Zustand mit einem Strom. In dieser Form jedoch ist der 
Satz von BLOCH Vdllig trivial und hat iiberhaupt keine Beziehung zur Theorie 
der Supraleitung. In der Tat besitzen in einem Zustand mit einem Gesamt- 


strom (im angegebenen Sinn) die Elektronen einen Impuls p = = j (j Strom- 
€ 


dichte; der Impuls p bezieht sich offenbar auf die Volumeneinheit) und eine 
bestimmte kinetische Energie. Da die Wechselwirkungskrifte, die von der 
Geschwindigkeit (dem Impuls) der Elektronen gegeniiber dem Gitter ab- 
Hhangen, nicht beriicksichtigt werden, ist klar, da Zustinde méglich sind, 
die sich von dem betrachteten nur durch den Wert des Impulses unterscheiden. 
Von diesen Zustinden besitzt offenbar der mit verschwindendem Impuls die 
Wgeringste kinetische und damit auch die geringste Gesamtenergie. Diese 
Behauptung, also der Satz von BLOcH, ist im wesentlichen klassischer Natur, 
und sein quantenmechanischer Beweis bei BoHM (1949) bringt nichts Neues. 
Indessen hat, wie gesagt, der Satz von BLOCH in dieser Form keine direkte 
Beziehung zur Supraleitung und zur Hypothese der spontanen Stréme?), 
da in einem einfach zusammenhingenden Supraleiter in Abwesenheit eines 
}auBeren Magnetfeldes der Gesamtstrom stets verschwindet. Deshalb muB 
$man zur Widerlegung der Hypothese-der spontanen Stréme nachweisen, daB 
$kein Zustand mit einem Ringstrom j + 0 der energetisch tiefste sein kann. 
Diese Behauptung ist aber anerkanntermaBen falsch. Als Beispiel brauchen 
wir nur darauf hinzuweisen, dafi bei vielen Atomen P-, D-, F-, ... Zustinde 
4 Grundzustinde (d.h. energetisch tiefste) sind, das sind aber Zustainde mit 
nicht verschwindendem Bahndrehimpuls und somit mit, nicht verschwindender 
@Dichte des Elektronenstroms (beispielsweise ist der Grundzustand bei den 
Atomen C, O, F usw. ein P-Zustand?). Der Elektronenstrom im Atom kann 
sich nicht wesentlich von dem Strom in einem Gebiet von makroskopischen 
Dimensionen unterscheiden, und folglich ist in einem Metall das Vorhanden- 
sein stabiler spontaner Strome grundsitzlich méglich. 
# Obwohl also die Hypothese der spontanen Stréme, wie wir zeigten, nicht von 
Anfang an zu verwerfen ist, unterliegt sie zahlreichen ernsteren Kinwanden. 
In Abwesenheit eines 4uBeren Magnetfeldes und eines Gesamtstromes miissen 
$die spontanen Stréme in einem supraleitenden Kérper so verteilt sein, daB 
‘der Koérper als Ganzes kein magnetisches Moment hat und kein makroskopi- 
scher Strom flieBt. Ferner miissen die spontanen Stréme offenbar geschlossen 
sein, und ihr Ausma8 wird durch energetische Betrachtungen eingeschrankt. 
*Der Radius eines einzelnen Stromfadens des spontanen Stroms sei 7, seine 
# Lange / und die Dichte des spontanen Stroms in dem Faden jo. Sieht man den 


11) Die weitverbreitete gegenteilige Behauptung [z. B. Lonpon (1950) § 24] ist unserer 
* Meinung nach, unzutreffend. 

+2) Bei Lanpav und Lirscuiz (1948) wird trotzdem der Versuch unternommen, zu 
j beweisen, daB ein Zustand mit einem von Null verschiedenen Drehimpuls nicht der 
‘ energetisch tiefste sein kann. Der Fehler in diesem Beweis liegt in der Vernachlissigung 
der Ununterscheidbarkeit der Elektronen und des PAauLi-Prinzips. Fiir unterscheidbare 
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Faden der Kinfachheit halber als quasilinear an (d. h. nimmt man / > r an) 
so ergibt sich die magnetische Feldstirke, die der Faden an seiner Oberflache- 


201 )o _ Jo _ 2arjo/c, und die Energie des Feldes, das de 


Faden umgibt, betragt Wy ~ he: 2] Biola Dy Existierte zwischen de 
‘ 8x 2¢ 


einzelnen Stromfiiden keine Oberflichenenergie, so wiirden sich die = 


erzeugt, zu H = 


messungen der Faden unbegrenzt verringern, um minimale Energie zu er 
reichen. Nehmen wir an, die Oberflachenspannung an der Grenze zwische 

zwei Fiiden betrage a, so erhalten wir als Oberfliichenenergie eines Fadens 
Woo = 2arla. In der Volumeneinheit gibt es 1 [cr?l Stromfaden (es wird 
angenommen, daf iiberall im Metall j + 0 ist, ebenso wie im Ferromagnetikum 
iiberall M+ 0 ist, abgesehen von den Oberflichen oder den Schichten, die 
die einzelnen Stromfaden oder die Bereiche in den Ferromagnetika begrenzen), 


Die Energiedichte, re auf dem ASFRBRGORESM der spontanen Stréme beruht, 
: 
betragt also Wee a ee G a un , wobei € ein Koeffizient von der GréBen- 


aie 1 oder coe om von der GréBenordnung In L/r ist (es ist gesetzt 


pA 

Sag zee ao Die Energie nimmt ein Minimum an, wenn : 

4 

Zac ac : 

(2,1) VE AR ag OF ey 
CI)o Jo ; 


und folglich haingen die Abmessungen der Stromfiaden, d. h. der Gebiete, if 
die der Supraleiter voraussetzungsgemaB zerfaillt, im Unterschied zum Fall 
der Ferromagnetika nicht von den Abmessungen des Kérpers ab. 4 
Da oben nur gréBenordnungsmiBige Betrachtungen angestellt wurden, ist 
klar, daB alle Ausdriicke auch fiir Faden mit /~r in Kraft bleiben. Ferner 
kann die Dichte 7) des spontanen Stroms mit dem kritischen Magnetfeld Hy 
fiir einen massiven Versuchskérper in Verbindung gebracht eden In der 
Tat kommt bei dem hier angenommenen Modell — der im Leiter in An: 
wesenheit eines auBeren Magnetfeldes flieBende Strom durch Umordnung 
und Verschmelzung der einzelnen Stromfiden zustande. Die im Experiment 
beobachtete Dichte des Supraleitungsstroms j, kann also auf keinen Fall 
gréBer sein als die Dichte des spontanen Stroms jy, ihnlich wie die Magneti- 
sierung eines ferromagnetischen Kérpers nicht gréBer sein kann als die spon- 
tane Magnetisierung M. (Es wird angenommen, da die Anderung der Strom- 
dichte innerhalb eines Stromfadens. unter dem KinfluB des aiuBeren Feldes 
ebenso wie die entsprechende Anderung der Magnetisierung innerhalb eines 
Bereiches hinreichend klein ist. In dem angenommenen Modell spricht alles 
fiir eine solche athe ) Auf jeden Fall kann aber der Supraleitungsstrom j, 


den Wert 7, = H,, erreichen, denn dies ist gerade die Stromdichte auf 


es é 

der ebenen Oberfliche eines massiven Supraleiters, der sich in dem kritischen 

Feld H, befindet. Es ist also j,> < H,, wobei 6 x 10-5 die Eindring- 
1% 


tiefe des Feldes in das Metall ist. Die Oberflachenspannung ihrerseits kann 
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9 


icht gréBer sein als die Oberfliichenspannung ays ~ 6 bil an einer Grenz- 
I 


ache zwischen der normalen und der supraleitenden Phase des Metalls, 
& Gs Ziemlich groB ist und sogar die Annahme nahe liegt, dak 


FR 
~ Pao < @s ist. Unter Beriicksichtigung von (2,1) und der Be- 


erkungen iiber die méglichen Werte von j, und @ kommen wir zu dem 


chluB, daB 
P.,2) 0 ee 10 om. 


Die Oberfliichenenergie, bezogen auf die Volumeinheit, betriigtin dem Zustand, 
: ie H; 

a dem kein resultierender Strom vorhanden ist, ass = a d. h. sie kann 
r Tt 

ré8enordnungsmaBig die Differenz der freien Energien der normalen und 


2 
fer supraleitenden Phase des Metalls F, — F, = erreichen. Das Mini- 
Tt 9 


2 


Mum der Energie 2a@/r ist von der GroBenordnung 0,1 oe und wird bei 
3 It 


k 
wz 107? g 7, snsenommen. 
It 


nter dem Einflu8 eines auBeren Magnetfeldes werden die spontanen Stréme 
gerichtet und verschmelzen, wobei die beobachtbaren Supraleitungs- 
rome entstehen, die das Eindringen des Magnetfeldes ins Innere des Supra- 
siters abschirmen und der Gleichung (1,1) geniigen. Ob man auf Grund des 
fodells der spontanen Stréme zu diesen Gleichungen gelangen kann, ist 
echt fraglich und wurde jedenfalls von keinem der Anhanger dieser Theorie 
achgewiesen. Der entsprechende Versuch von HEISENBERG (1947, 1948) ist 
urchaus unzulanglich. Erstens bleibt unklar, wie fiir die spontanen Stréme, 
fie in den einzelnen Blécken flieBen und damit selbst eine Art Mosaikstruktur 
ailden, eine Gleichung vom Typ (1,2) gelten soll, wie dort angenommen wird. 
‘sweitens folgt aus der Gleichung (1,2), selbst wenn sie abzuleiten ware, 
@ekanntlich nicht ohne weiteres die Gleichung (1,1). AuBerdem erfordert 
jie ,,Ableitung® dieser Gleichung bei HEISENBERG, wie bereits LONDON (1948) 
Jichtig feststellte, eine Annahme, die ebenfalls der Begriindung bedarf}). 
Woch wesentlicher ist ein anderer Einwand, der sich unmittelbar auf bekannte 
ixperimentelle Tatsachen stiitzt. Aus dem Experiment wei man, daB die 
Wupraleitungsstréme auf kleinste Anderungen des auBeren Magnetfeldes 
jeagieren und dafs die Hysteresis in Feldern, die kleiner sind als das kritische, 
“n Fall ,,idealer“‘ Supraleiter ganz unmerklich ist oder jedenfalls bei Zunahme 


q 


%) Die Gleichung (1,1) leitet HEISENBERG aus (1,2) und der Forderung her, dal der 
Seobachtbare Zustand einem Minimum der Energie entspricht. Diese Forderung ist 
‘edoch nicht zwingend und beispielsweise fiir den idealen Leiter nicht erfiillt (im Innern 
‘es Metalls kann hierbei ein Feld H, =-- 0 bestehen bleiben, und ein solcher metastabiler 
“ustand kann trotzdem bestiindig sein). Die Forderung minimaler Energie ist 4quivalent 
‘er Leugnung der Méglichkeit, da metastabile Zustinde mit Hy = 0 vorhanden sein 
Onnen; sie fiihrt, wie HEISENBERG zeigt, zur Gleichung (1,1). Vergleiche in diesem 
Be cnhang auch Lonpon (1948), MILLER (1949). 

tl 


| 
{ 


| 
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der Reinheit und der Homogenitit des Kérpers gegen Null strebt. Ein gang 
anderes Bild miiBte sich vom Standpunkt des Modells der spontanen Stroén € 
ergeben, da jede Verschmelzung und jede Umordnung von Stromfiden mit 
einer Anderung der Oberflichenenergie verbunden ist. Aus der obigen Ab 
schiitzung geht hervor, daB die Oberflichenenergie, bezogen auf die Flachen 
einheit, recht bedeutend ist, so da man notwendigerweise auch Hysteres 
erscheinungen beobachten miifte, ahnlich wie bei der Magnetisierung der 
Ferromagnetika. Das Fehlen einer Hysteresis bei Supraleitern in Felder 
H <H, spricht also gegen die Hypothese der spontanen Stréme?). Geger 
sie sprechen auch eine Reihe anderer Uberlegungen. So ist es auBerst wa r- 
scheinlich, wenn nicht sicher, da die Erscheinung der Supraleitung mit der 
Superfluiditat verwandt ist: die Supraleitfihigkeit ist sozusagen eine Super- 
fluiditit der ,,Elektronenfliissigkeit‘* im Metall (Niheres siehe § 4b). In An- 
wendung auf die Superfluiditat entspricht aber die Hypothese der spontanen 
Stréme allem Anschein nach nicht den tatsichlichen Verhdltnissen. Rein 
theoretisch ist die Annahme, daB das als Ganzes ruhende Helium II aus 
einzelnen Faden oder Gebieten besteht, in denen die Geschwindigkeit der 
Fliissigkeit von Null verschieden ist, sehr unwahrscheinlich; eine derartige 
Annahme ist tiberdies auch illusorisch, da die Erscheinung der Superfluiditat 
ihre Erklairung in der auf einer ganz anderen Grundlage entwickelten Theo ie 
von LANDAU (1947, LirscHiz 1949) findet. Die Annahme der Hypothese 
spontanen Stréme als Grundlage der Theorie der Supraleitung bedeutet al 
einen ganz unbegriindeten Verzicht auf die Behandlung der Supraleitu 
als eine der Superfluiditat verwandte Erscheinung. Ein anderer Einwai 
gegen die Hypothese der spontanen Stréme besteht darin, da dane 
zur Erklirung der Supraleitung auch die diamagnetische Hypothese e 
wickelt wurde, die zwar noch nicht zum Aufbau einer detaillierten mik 
skopischen Theorie der Supraleitung gefiihrt hat, aber frei von den erns 


1) Das auf die Hypothese der spontanen Stréme gegriindete Modell der Stromgebiet 
(Stromfaden) mit von Null verschiedenem mittlerem Strom und magnetischem Moment 
entspricht von Anfang an eher einem Antiferromagnetikum als einem Supraleiter. Tr 
der Tat bezeichnet man als Antiferromagnetika Kérper mit j +: 0, aber mit verschwinden: 
dem tiber eine Elementarzelle gemitteltem Strom und magnetischem Moment (LANDAU 
und Lirscuiz (1951) § 129. Im Ferromagnetikum ist im Gegensatz zum Antiferro: 


‘ 
x 
magnetikum das mittlere magnetische Moment der Elementarzelle «= = | (x, i] 
~ Zelle } 
von Null verschieden). Im realen Antiferromagnetikum spielen offenbar wie im Ferro 
magnetikum die Stréme die Hauptrolle, die auf dem Elektronenspin beruhen. Im Prinaij 
sind jedoch auch Antiferromagnetika vom ,,Bahntyp méglich, in denen das an 
Bahnmoment die bestimmende Rolle spiclt. Unter dem Einflu8 eines aiuferen Mag et 
feldes andert sich die Verteilung der Stréme (der magnetischen Momente) im Anti 
ferromagnetikum, bei den erreichbaren Feldern jedoch nur in sehr schwachen Mage 
Man kann annehmen, dal das Modell der spontanen Stréme sich tatsichlich ahnliel 
verhalt, denn man kann sich nur schwer die angenommene Verschmelzung der einzelna 
Faden und ihre Drehung in einem iiuBeren Feld H < H;, vorstellen, wenn man da 
Vorhandensein der Oberflichenenergie zwischen den Faden und den ziemlich starker 


meas 
lokalen Magnetfeldern beriicksichtigt (ti r & 6 ist das lokale Feld H » aarle ~ it) 
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/fnzulinglichkeiten ist, die die Hypothese der spontanen Stréme aufweist. 
Giese kann also ihre Existenz nicht einmal durch das Fehlen anderer, besserer 
Worstellungen rechtfertigen. 

‘eben diesen kritischen Bemerkungen allgemeiner Natur mu man darauf 
‘nweisen, da die konkreten Versuche von HEISENBERG (1947, 1948), 
-FOPPE (1950) und BORN-CHENG (1948) zur Entwicklung einer Theorie der 
“@ipraleitung, die von der Vorstellung der spontanen Stréme ausgehen, noch 
zusitzliche Schwierigkeiten gestoBen sind. So werden bei den genannten 
toren die spontanen Stréme nur von den Elektronen gebildet, die in der 
mgebung der FERMI-Grenze, und zwar in einem Abstand von der GréBen- 
-Wdnung £7, von ihr liegen (7; ist die kritische Temperatur, die bekanntlich 
Wischen 1 und 10°K liegt). Die Elektronenkonzentration in dieser Schicht 
Be ot, otwi nT, 
rigt etwa T. 
ur und m die gesamte Elektronenkonzentration ist. Hieraus folgt, daB 
+h an der Supraleitung nicht mehr als 10-+ der gesamten Elektronenzahl 
Wteiligen, die die Leitfahigkeit im normalen Zustand bewirken. Aus dem 
‘periment weiB man jedoch (siehe LANDAU-LIFSCHIz § 6), daB die Konzen- 
mation der Supraleitungselektronen n; ~ 0,1”) ~ 10” betrigt (1% & 1078 ist 
#& Konzentration der Leitungselektronen im Normalzustand). Hier besteht 
30 eine Diskrepanz um einige GrdBenordnungen. Diese Schwierigkeit ist sehr 
awer zu umgehen, da ganz unklar ist, wie sich bei 7’ 7’, spontane Stréme 
ter Beteiligung von Elektronen, die in einem Abstand viel gré8er als kT, 
n der FERMI-Grenze liegen, ausbilden sollten. Obwohl HEISENBERG die 
srechtigung dieser Bemerkung offenbar anerkennt, behauptet er trotzdem 
ne jede Begriindung, nur unter Berufung auf das Experiment (!?%), daB in 
r von ihm abgeleiteten Gleichung (1,2) eine Elektronenkonzentration von 
wa der GréBe von my und nicht von etwa 10-4 m) stehen muB [wie bereits 
vihnt, bleibt abgesehen von diesem Punkt die bei HEISENBERG gegebene 
erleitung der Gleichung (1,2) fiir uns vollig unklar; hierauf weist auch 
LONDON (1948) hin]. Ferner mu man in einer Theorie, die sich auf die 
pothese spontaner Stréme stiitzt, in einem starken Feld H » H, stark 
htlineare Erscheinungen erwarten. Diese SchluBfolgerung wird auch bei 
ISENBERG und KOPPE gezogen, vom Experiment jedoch vollstandig 
derlegt [Lock (1951)]. Man mu8 auch darauf hinweisen, daB bei HEISEN- 
RG, KoPpPE und BORN-CHENG nirgends die Schwingungen des Kristall- 
*sters beriicksichtigt werden, obwohl seit der Entdeckung des Isotopie- 
tekts feststeht, da ohne Beriicksichtigung der Gitterschwingungen keine 
illierte mikroskopische Theorie der Supraleitung aufgestellt werden kann. 
WhlieBlich darf man nicht vergessen, daB wir bisher die Frage noch gar nicht 
streift haben, inwieweit in den vorhandenen Arbeiten tatsichlich gezeigt 
rd, wie sich die spontanen Stréme unter bestinmten Voraussetzungen ver- 
@lten; oben wurde nur darauf hingewiesen, dai die Existenz spontaner 
‘jréme im Prinzip méglich ist, und andererseits wurden die Schwierigkeiten 
‘rvorgehoben, die sich aus der Annahme der Existenz solcher spontaner 
iréme ergeben. Wir bemerken, da bei HEISENBERG anerkanntermaBen 
ve Existenz spontaner Stréme nicht nachgewiesen wird, und daf der Ver- 
*“3ser der Arbeit darin selbst nur einen Hinweis auf die Méglichkeit des Auf- 


x 10 4*n ~ 10°%n, wobei Ty ~ 10° die Entartungstempe- 


y 


“a 
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tretens der spontanen Stréme erblickt. Dasselbe kann man auch von alle; 
iibrigen bekannten Versuchen in dieser Richtung sagen, mit Ausnahme Y 
leicht der Arbeiten von BORN und CHENG; hier ist allerdings die Berechnun, 
der Energie des Systems der Elektronen unter Beriicksichtigung der COULOMB 
schen Wechselwirkung nicht angegeben und konnte daher von uns nicht tiber 
prift werden; es gibt bestimmte Griinde, ihre Exaktheit anzuzweifeln. — 

Zusammenfassend kann man sagen, da zur Annahme der Hypothese de 
spontanen Stréme erstens kein Grund vorliegt und daf zweitens diese Hypo 
these verschiedenen ernsten Einwinden ausgesetzt ist. Deshalb ist unsere 
Ansicht nach die Entwicklung einer Theorie der Supraleitung auf Grun 
dieser Hypothese nicht méglich, wenigstens nicht solange kein grundsatz 
licher Weg zur Beseitigung der oben angefiihrten Schwierigkeiten gefunde 
ist?). 


3. Die diamagnetische Hypothese 
a) Ausgangsiiberlegungen 


Ein Supraleiter mit Abmessungen, die wesentlich gréBer sind als die Kir 
dringtiefe 6 ~ 10-5 em, verhalt sich, in ein Magnetfeld gebracht, ahnlic 
wie ein ideales Diamagnetikum, d. h. wie ein Kérper mit einer magnetische 


fey) | s Nope 

Suszeptibilitat y = = = — 1/4 a (in einem solchen Ké6rper ist die magne 
: I 

tische Induktion 8 = 0). 

Der Supraleitungsstrom, der bei konstantem auferen Feld H in der Obe 

flachenschicht des Metalls flieBt, ist ungedimpft und nicht mit einer Wiirme 

erzeugung verbunden, also in dieser Hinsicht iihnlich den Strémen, die unte 

dem EinfluB eines Magnetfeldes in Atomen und Molekiilen flieBen und dere 

Diamagnetismus bewirken. 

Die auf ein Atom bezogene diamagnetische Suszeptibilitét betrigt bekann. 

lich [LANDAU-LIFSCHIZ (1948) § 126)]: 

eZ — ae 

3,1 = — —, f= —4,7-10-* Zr; 

(3, 1) 14 Bme 7 “y ia 

dabei ist Z die Anzahl der Elektronen im Atom und r? das mittlere Quadr: 

ihres Abstandes vom Kern (e und m sind Ladung und Masse des Elektrons 


In den Atomen ist 72 ~ 10-16, also fiir ein Grammatom: 


(3, La) X4 = Nay, = 6,02 - 10*8y, » — 10-*Z; 


*) Trotz unserer oben zum Ausdruck gekommenen negativen Einstellung zur Erklaruz 
der Supraleitung durch die Hypothese der spontanen Stréme miissen wir darauf hil 
weisen, dafs diese Hypothese eine direkte experimentelle Nachpriifung zulaBt. Gibt | 
im Supraleiter spontane Stromfiiden, so miissen im Innern des Materials notwenc 
lokale Magnetfelder vorhanden sein, und an seiner Oberfliche muB ein Streuungsfé 
vorliegen. Das Vorhandensein dieser Magnetfelder kann im Prinzip mit den Method 
festg stellt werden, die man zur Untersuchung des Ubergangszustandes verwen¢ 
[Mrscnkowsk1 und SCHALNIKOW (1947, 1949)], etwa durch Streuung geladener Teileli 
und Neutronen im Supraleiter oder auf irgendeine andere Weise. 
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das entspricht dem Experiment (z. B. ist fiir Helium mit Z = 2 und dem 
Atomgewicht A=4 im gasférmigen Zustand xy, = —1,9-10-* und fiir 
Helium IT mit der Dichte @ = 0,15 die aus den Daten fiir das Gas berechnete 
XA 

— pF i-10-*). 

ae ) 

Wir nehmen jetzt an, daB nicht das Atom, sondern das Metall als Ganzes 
iamagnetische Kigenschaften besitze. In diesem Fall erhalten wir, wenn 
ir ry 1 und Z & nm x 10% setzen (nm) Konzentration der Leitungselek- 
ronen), aus (3,1) den Wert y ~ 5- 10-7; tatsichlich ist, wie sofort gezeigt 
werden wird, der Wert y nahezu — 1/42. Der aus (3,1) gewonnene Aus- 


Suszeptibilitit, bezogen auf die Volumeneinheit, y = 


eZN,-— 
#3,2) ON gpg Genet re 


3,3) Ix|<1 


‘st. In unserem Fall bestimmen die Ausdriicke (3,1) und (3,2) eigentlich nicht 
ie Werte von y, und y, sondern die Proportionalitaitskoeffizienten y; und y’ 
wischen dem magnetischen Moment des Atoms und der Magnetisierung M 
‘zw. der magnetischen Induktion B und nicht dem Magnetfeld H (das liegt 
mdaran, daB die Induktion B das mittlere auf das Elektron einwirkende Magnet- 
teld darstellt). DefinitionsgemaB ist 7 = M/H, also 


/ 


ime Re ee x pee ‘al x 
4) M= yH ae pe ere ea ae = mere 
sJnter der Bedingung (3,3), die fiir alle bekannten Diamagnetika stets erfillt 
Mt, ist tatsichlich y ~ y’. Ist jedoch |y’| 1/4 a (3,1) und (3,2), so ist 
— —1/4a. Wenn also die an Hand der Formeln berechneten Werte 
viir yj und y’ sehr gro sind, so ergibt sich fiir y ein Wert nahezu gleich 
e— 1/47). 
fein we Atom von makroskopischen Abmessungen und mit einer ent- 
prechend hohen Elektronenzahl wiirde sich in einem Magnetfeld wie ein 
jupraleiter verhalten. Diese Analogie wird auch durch die Tatsache nicht 
yyerletzt, daf man im Atom das Magnetfeld als homogen ansehen kann, 
vahrend es im Supraleiter innerhalb einer Oberfliichenschicht von der Dicke 6 
‘bklingt. Dieser Unterschied beruht nur darauf, daB im Atom die Abschirm- 
virkung der diamagnetischen Stréme klein ist und vernachlissigt werden 
jann. Ist dagegen die Suszeptibilitét y groB, so kann man dies offenbar nicht 
n und hat das Problem des Verhaltens des Systems im Feld unter Beriick- 
. ‘.chtigung der abschirmenden Stréme zu behandeln. Kine solche Beriick- 


+? Auf diese elementaren Bemerkungen, die schon von HEILIKMANN (1940) in Anwendung 
‘uf die Supraleitung gemacht wurden, gehen wir deshalb so ausfiihrlich ein, weil sie in 
igen Arbeiten von BARDEEN (1950, 1951) vernachliissigt wurden, die auch aus diesem 
frunde als fehlerhaft anzusehen sind (vergleiche hierzu auch den SchlufB dieses Ab- 
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sichtigung fiihrt, wie qualitativ sofort ersichtlich ist, zu einem Abklingen des 
Feldes im Inneren des diamagnetischen Atoms. 

Das Wesen der diamagnetischen Hypothese der Supraleitung besteht 
diesen Uberlegungen, nimlich in der Analogie zwischen einem Supraleite 
und einem makroskopischen diamagnetischen Atom. Kigentlich kann m 
hier kaum von einer Hypothese sprechen: es handelt sich einfach um ein 
Feststellung der aus simtlichen Experimenten hervorgehenden tiefgreifenden 
Analogie zwischen den Supraleitungs- und den diamagnetischen Stromen. 
Diese Analogie lat sich auch quantitativ verfolgen und filhrt, wie F. LONDON 
(1935) andeutete [siehe auch LANDAU (1948), LoNDoN (1948, 1950)], vom 
Standpunkt der Quantenmechanik zu einem Versténdnis der Grund- 
gleichung (1,1) der Theorie der Supraleitung. 

Ist ein System von N-Elektronen mit der Wellenfunktion V (r,, ty, - . ., Ty) 
gegeben, so betrigt die mittlere Stromdichte (das Vorzeichen von e ist 8, 
gewahlt, daB fiir Klektronen e < 0): i 


N [(ieh 
(Oe Sh CEs es EY, T1) 


e2 


— Wf (r,) an 4 
me 


2m 
(3,5) x Ot ote ae ee / 


wo % das Vektorpotential des elektromagnetischen Feldes, 6 die Delta- 
funktioni 7 — ia - au it at bedeutet; die Integration erfolgt tiber 
das ganze Metall, d.h. tiber das Gebiet, in dem die ¥-Funktion normiert ist 
(Me Pdr. Ory Sal). | 
Das Vektorpotential 2 ist bekanntlich nicht eindeutig festgelegt, selbst 
wenn man ihm die Bedingung 


(3,6) div = 


auferlegt, was wir auch tun wollen. 

Unter der Bedingung (3,6) diirfen sich alle physikalischen GréBen, d. h. dart 
sich insbesondere die Stromdichte j bei einer Eichtransformation nicht dindern- 
d.h. wenn das Potential durch ein neues ersetzt wird: 


| 1 ==, 


(3,7) F 
V2A=0, 

wobei / (r) irgendeine skalare Funktion von r ist. Damit diese Forderung fiiti 

die Transformationen (3,7) erfiillt ist, muB die Funktion ¥Y durch die Funktion 

: 


oe She | 


(3,8) a (v1, ~+e3 ty) = el « be (vy, CRI) ty) 
ersetzt werden. Diese Behauptung bestiitigt man leicht unmittelbar durel» 
Hinsetzen [siehe z. B. LONDON (1950) § 26}. | 
In Abwesenheit eines Magnetfeldes kann man stets 2% = 0 setzen; die ent) 
sprechende Funktion bezeichnen wir mit Y%, wobei wir annehmen, daf ini 
Zustand der Strom j = 0 ist (eben diese Annahme trifft in Wirklichkei} 
auch zu, wenn das Magnetfeld iiberall verschwindet und kein normaler Strom! 
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orhanden ist). Wir legen jetzt ein Magnetfeld an und nehmen an, die Funk- 

on Y, bleibe unveriindert, d.h. man kénne ihre Stérung durch das Feld 

ernachlissigen. Dann betrigt die Stromdichte, wie hieraus und aus (3,5) 
ervorgeht: 


2 N bi 
yea > [ % (ea) PRE SO (tLe) diy. +. dty = 
me 
=n (x 
wobei die GréBe 
N rf 
18,10) r(y= S [ PF oes tx) Po (tree tx) J (tt) days dey 
a=1)) 


Whrer Definition nach eine Elektronenkonzentration ist, d.h. der Anteil der 
*petrachteten VV Elektronen, der auf die Volumeneinheit kommt?). 

3esteht der K6rper aus einzelnen Atomen mit Wellenfunktionen Y, (r,), 
Alie sich praktisch nicht tiberlappen, so ist die Funktion ¥Y, gleich dem Pro- 
ukt dieser Funktionen, und n (r) = yp% (r) pa (t) (der Einfachheit halber 
vird angenommen, in jedem Atom befinde sich nur ein Elektron; @ ist die 
ummer des Atoms, innerhalb dessen der Punkt yr, liegt). In diesem Fall 


t der diamagnetische Effekt klein, und man kann setzen I = = [D xv], wo- 


ei § die Feldstirke des auBeren Magnetfeldes ist. Das magnetische Moment 
es Atoms betragt dann 


ee os Ee ras ere a 
a= 5p | [rj] ees [xr [DOr] ] yey. dv= 
ee 

= 6mc2 9 = 4H)» 


yobei angenommen wurde, daf die Funktion y einem S-Zustand entspricht, 


rit. 
[S211 pt yde— [ (2 —xleb]} ptyde = 


“a 


=;9 


9 
3 | Ppt pde= z 29. 


ieses Ergebnis ist identisch mit (3,1), wie auch zu erwarten war (die Ver- 
ligemeinerung der durchgefiihrten Rechnung auf den Fall Z + 1 ist trivial; 


)) Tatsichlich ist die GroBe ii w* WS (t —rq) dr,...dty die Wahrscheinlichkeitsdichte 
aftr, das a-Elektron im Punkt r bei beliebiger Lage aller iibrigen Elektronen aufzu- 
nden. Nach Summierung dieser Ausdriicke iiber a, d.h. tiber alle Klektronen, erhalten 
‘tir die Elektronenkonzentration. Mit entsprechenden Abiinderungen erklirt diese Be- 
erkung auch den Sinn des Ausdrucks (3,5) fiir die mittlere Stromdichte. 
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der Ausdruck (3,1) ist nur auf S-Zustiinde anwendbar). Die Lage andert | 
sich vollstindig, wenn die Funktion y) einer Elektronenbewegung ent. ; 
spricht, die gréBere, makroskopische Gebiete umfaBt, d.h. wenn die: 
Funktion n (x) konstant ist oder zumindest sich in Abhingigkeit von r nur 
wenig iindert (wie man aus dem Folgenden leicht sieht, kann man die Anderung } 


von 7 (r) als klein ansehen, wenn 9” 6 <n ist, wobei z die Richtung ist, 


der die Funktion m am schnellsten variiert). Ist n (r) = n, = const, so er-} 
halten wir infolge der Gleichung rot 2 = aus (3,9) durch Anwendung der 
Operation rot sofort?): 


(3,11) 


m , i 
Tp rig 


d.h. wir erhalten die Gleichung (1,1) mit j = js und 


(3,12) poate 


CN 

Dieses Ergebnis entspricht seinem physikalischen Wesen nach vollstiandig: 
den vorher dargelegten Uberlegungen, die sich auf die Vorstellung der magne. 
tischen Suszeptibilitat stiitzen. 

Der Ausdruck (3,11) ergibt sich auch, wenn die W- Webietion im Feld 
Form VW = et#/ke*4(t2) hat, wobei im Zustand Y, kein Strom vorhanden i 
In diesem Fall ist 


13) io) — 8 


[VA (x) — Ul (x)] 


und wegen rot VA = 0 ist die Gleichung (3,11) fiir » = const in der Tat: 
erfiillt. 
Aus (3,9) ergibt sich fiir n(r) = n; = const ebenfalls die Gleichung (1, 


m 
ree 
A Is 3 Ss i “ I yf F . 
ae = — We = ©, denn es ist € = — — ee - [ein elektrisches Feld, das dure 


ein skalares Potential g beschrieben te sei nicht vorhanden; die V 
allgemeinerung auf den Fall p+ 0 oder A+ 0, der z. B. vorliegt, weal 
man von (3, 13) ausgeht, ist nur eine Frage von nebensiichlicher Bedeutung,s 
um so mehr, als das zusiitzliche Gradientenglied in (1,2) nicht zu fehlent’ 
braucht; siehe LANDAU-LIFSCHIZ (1951) § 27 7]. ; 


1) Genauer ist rot 2% = %, und in (3, 11) muB die Induktion stehen. Dies ist tatsichlich! 
auch der Fall, wir haben jedoch in Supraleitern die Magnetisierung nicht eingefihrt’ 
und nehmen iiberall B = ) an, abgesehen von den Uberlegungen — die nur von illustra-t) 
tiver Bedeutung sind —, die zu Beginn dieses Abschnittes angestellt wurden. Klar isty 
auch, daB ‘die Bedingung der Konstanz oder der langsamen Veranderlichkeit der Funk-«) 
tion » (r) zu streng ist. Diese Forderungen mu man in Wirklichkeit nicht an die exakte 
Funktion n (r), sondern an einen gewissen Mittelwert n (r) tiber ein ,,physikalisch unend- 
lich kleines“ Volumen, d.h. ein Volumen mit Abmessungen, die wesentlich gréBer sind, 
als die Atomdimensionen, gleichzeitig aber wesentlich iiesner als 6 & 107-5, stellen [dies 
folgt daraus, dafs in (1,1) tatsichlich die makroskopischen Gré8en js, und 5 stehen, 
man durch Mittelung tiber ein physikalisch unendlich kleines Volumen erhilt]. 
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ntspricht also die Wellenfunktion der Elektronen im Kérper einer riiumlich 
s+hwach verinderlichen Konzentration und bleibt sie unter dem Einflus 
nes iuBeren Magnetfeldes abgesehen von der Wiirmebewegung unverindert, 
» ist der betrachtete Koérper ein Supraleiter. 

este Koérper, in denen eine betriichtliche Anzahl ,,kollektiv’’ beweglicher 
Hilektronen vorhanden ist und in denen folglich fiir diese Elektronen 
(vt) = const gilt, sind Metalle; dadurch wird der Zusammenhang zwischen 
er Supraleitung und dem metallischen Zustand offenbar?). 

2 einem Metall, das sich im normalen Zustand befindet, bleibt jedoch die 
Jellenfunktion nicht unveriindert (,,starr‘). Man kann in guter Naherung 
ogar annehmen, daf der diamagnetische Strom in einem Metall, der auf der 
ektronenleitung beruht, gleich Null ist. 

der klassischen Theorie ist bekanntlich diese Behauptung im Fall des 
nermodynamischen Gleichgewichts voéllig streng. Stellen wir uns auf den 
@tandpunkt der Quantentheorie, so bleibt ein diamagnetischer Effekt fiir 
ie Leitungselektronen im Metall iibrig, wie LANDAU (1930) zeigte. Der ent- 
prechende diamagnetische Effekt ist sehr klein und wird im Fall vdllig 
eier Elektronen durch den dreimal gréBeren paramagnetischen Effekt ginz- 
h verdeckt, der auf dem Elektronenspin beruht. 

Yer diamagnetische Teil der Suszeptibilitat freier Elektronen, die ein ent- 
etes Gas bilden, betrigt 


n eh \2 ‘g\*ls e2 n'/s 
=*) ieee er, E =) —(3) 402mc?’ 


\ 


ee oe OVI RES ay a. 
obei n die Elektronenkonzentration ist und Hy = (") 5, w'» die Energie 
n der FERMI-Grenze darstellt. Take 


Hieraus folgt jedoch noch nicht, da ein Supraleiter unbedingt immer simtliche 
igenschaften eines Metalls aufweisen muB. In Wirklichkeit sind Kérper denkbar, die 
ch im Magnetfeld wie die bekannten Supraleiter verhalten [den Gleichungen (1,1) bis 
,11) geniigen], jedoch keine Metalle (Leiter) im tiblichen Sinne dieses Wortes dar- 
ellen, d.h. keinen Strom leiten, wenn sie in einen gewoéhnlichen elektrischen Strom- 
reis gebracht werden. 
it anderen Worten unterscheidet sich ein derartiger ,,dielektrischer Supraleiter“‘ von 
nem gewohnlichen Supraleiter nur durch das Fehlen einer Ubergangsméglichkeit des 
Yupraleitungsstroms in den normalen Strom, der in dem an den Supraleiter angrenzenden 
Sormalen Leiter flieBt. Im gewissen Mafie reduziert sich somit der Unterschied zwischen 
en beiden Arten von Supraleitern, abgesehen von ihrem Verhalten auBerhalb der supra- 
sitenden Phase, auf Oberflichen- oder genauer auf Kontakterscheinungen. 

i's gibt keinerlei Hinweis auf die Existenz ,,dielektrischer Supraleiter“. Eine solche 
WMoglichkeit ist auch theoretisch wenig wahrscheinlich. Im Hinblick auf die vielen unbe- 
-annten Tatsachen, die im Gebiet sehr tiefer Temperaturen noch vorliegen mégen, kann 
» an solche neuen Méglichkeiten trotzdem nicht ausschlieBen und hat im Zusammenhang 
4iermit zu bedenken, da die Untersuchung von Supraleitern auf Grund yon Wider- 
\tandsiinderungen und auf Grund von Anderungen des magnetischen Flusses durch einen 
Probekérper nicht gleichwertig sind. 

eider ist das Problem der Kontakterscheinungen in Supraleitern und in erster Linie 
jas des Ubergangs des Supraleitungsstroms in den normalen in einem zusammengesetzten 
Hektrischen Stromkreis, obwoh] so interessant, noch vollig ungeklirt. 


‘ 
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Setzen wir n ~ 1072 und HE, y 10eV & 10-4, so erhalten wir x ~ — 109% 
Sehen wir die Elektronen nicht als frei, sondern als im periodischen Feld des} 
Gitters beweglich an, so gilt unter bestimmten Bedingungen fiir y d 
Formel (3,14), aber mit der effektiven Masse meq statt der gewohnlichen) 
Elektronenmasse m; hierbei muB man den Ersatz von m durch meg im ers 
Ausdruck (3,14) vornehmen, da beim Ubergang zu gebundenen Elektron 
das Verhaltnis n/H, natiirlich als ungefihr konstant angesehen werden m 
Fiir Elektronen im Gitterfeld betrigt also der auf dem Diamagnetismus der 


\ 2 
Elektronen beruhende Anteil der Suszeptibilitat y ~ (=) pee [Lehrbiiche > 
eff 


und BARDEEN (1951)]; experimentell ist fiir Metalle | y| ~ 10-°> ~ 10°° (fiir 
Bi ist y = — 10,6- 10°, fiir Pt ist y = —21- 10°°; fiir die meisten andere 
Metalle ist || kleiner). . 
Die Kleinheit des diamagnetischen Effekts beruht auf der merklichen Ver+ 
ainderung der Wellenfunktionen der Elektronen im Magnetfeld, wodureh 
das erste Glied in (3,5) (das Glied mit VY und ” W*) nicht verschwindet und 
das zweite ,,diamagnetische Glied“, das proportional % ist, ungefaéhr kom- 
pensiert. Damit diese Kompensation nicht eintritt, ist die ,,Starrheit‘ 
Wellenfunktion notwendig. Im Atom liegt eine solche ,,Starrheit™ tatsichlieh, 
vor und wird zur Ableitung des Ausdrucks (3,1) fiir die Suszeptibilitat ver-« 
wendet, wie wir jetzt zeigen wollen. , 
Der Energieoperator fiir ein Atom im Feld ) hat die Form 


e€ 
2me 


(3,15) B= Ho— 


ei 
x tf, L=[tp] = — tale 
2 + 5 thr, = hep] eI, 
wobei 4, der Energieoperator in Abwesenheit des Feldes ist (der Spin wird 
nicht beriicksichtigt), r der Radiusvektor des Elektrons (wir nehmen dem 
; ; , ae ae 
Kinfachheit halber nur ein einziges Elektron an) und % =~ [Or]. Handelti 


: ‘ a ‘ — me Cc —aaa 
es sich um einen S-Zustand, so betriigt die Energieinderung A 2 = ene |D rt} 
; ne 


2 87 
€ ~ ’ : : ; 
ig Hr? (der Querstrich deutet die quantenmechanische Mittelungil 
2mc* \ re 7 
. ; CAE ... 
iiber den ungestérten Zustand an), und wir erhalten wegen y,; = — aH? fiir Yu 


die Formel (3,1). In einem Zustand mit von Null verschiedenem Bahn 
moment enthalt die Energieiinderung als wichtigstes Glied einen der erster’ 
Potenz der Feldstiirke H proportionalen Ausdruck. In beiden Fiillen ist 
jedoch, wie man leicht sieht, die Anderung der Wellenfunktion proportional H4 
und sehr klein, wenigstens solange die Energieinderung unter dem Hinfluli) 
des Feldes H viel kleiner ist als der Abstand zwischen dem gegebenen Term) 
des Systems und dem nichsten Term. Die ,,Starrheit‘’ der. Atomwelléna 
funktion fithrt also zu dem itblichen Ausdruck fiir y. Die zu H? proportionald) 
Anderung der Y-Funktion ergibt im Hinblick auf y einen Effekt héherer! 
Ordnung und andert jedenfalls in einem hinreichend schwachen Feld der) 
Ausdruck fiir y nicht, 
Kin solches Verhalten der Y-Funktion, die einem Teil der Leitungselektroner 
im Metall entspricht, sorgt fiir die Giiltigkeit der Gleichungen (1,1) bis (3,11)!| 
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Jabei ist die Forderung, daB die Anderung der Y-Funktion proportional H? 

ei, im allgemeinen zu stark. Selbst wenn die Anderung der W-Funktion 

roportional H, aber hinreichend klein ist, sind die VY und V ¥* enthaltenden 

nlieder in dem Ausdruck (3,5) fiir den Strom proportional (oder genauer Y), 
2 


6énnen jedoch das diamagnetische Glied — Y*HY ON nicht kompensieren. Die 


dedingung der ,,Starrheit** der Wellenfunktion der ,,Supraleitungselektronen “‘ 
st also nicht im absoluten Sinne zu verstehen; sie bedeutet nur, daB die 
Vellenfunktion sich in einem Magnetfeld H < H;, hinreichend wenig andert). 
einem starken Feld (H ~ H,) kann die Wellenfunktion sich merklich 


FINSBURG und LANDAU (1950) sowie LANDAU-LIFSCHIZ (1951) § 3, 4]. 

‘Per Zusammenhang der Forderung der ,,Starrheit’‘ des Elektronensystems 
nit der Gleichung (1,1) ergibt sich auch aus den bei LANDAU-LIFSCHIZ 
($1951), § 2 angestellten Uberlegungen, die sich auf den LARMoRschen Satz 


Wie ,,Starrheit“ der Wellenfunktion in Supraleitern liBt sich als eine ,,Kkonden- 
ation der Elektronen im Impulsraum* deuten. Tatsiichlich bedeutet die 
“Konstanz der ¥Y-Funktion, da im betrachteten Zustand der mittlere Impuls 
Wier Elektronen ungeindert bleibt und im Fall (3,9) gleich Null ist. Anderer- 
elits andert sich im Fall freier Elektronen ihr Impuls bei Anlegen eines 
eldes [der Impuls ist proportional dem ersten Glied in (3,5), das VW und 
7P* enthalt]. Man kann also vom Supraleiter sagen, daB die Elektronen in 
hm ,,kondensiert™ sind in einem Zustand mit einem fiir den ganzen Korper 
leichen mittleren Impuls (in einem einfach zusammenhingenden Koérper ist 
ieser Impuls stets gleich Null), wobei ein auBeres Feld, das kleiner ist als 
as kritische, sie nicht aus diesem Zustand entfernen ete Die Konstanz 
es mittleren Impulses fiir den ganzen Supraleiter gestattet auch, von einer 
Fernordnung* in der riumlichen Verteilung des mittleren Impulses der 
upraleitenden (d. h. an der Supraleitung beteiligten) Elektronen zu sprechen. 
mfolge des diamagnetischen Charakters des Supraleitungsstroms und der 
uantenhaften Natur des Diamagnetismus kann man sagen, daB die Supra- 
situng eine Quantenerscheinung im makroskopischen MaBstab ist. 
Vie uns scheint, bringen die Begriffe ,,Kondensation im Impulsraum“, 
Fernordnung* und ,,makroskopische Quantenerscheinung, denen man in 
fer Literatur hiufig begegnet [siehe z. B. LONDON (1948, 1950)], nichts Neues 
‘fu dem, was bereits oben iiber die Beziehungen der Supraleitung zum Dia- 
Mhagnetismus und iiber die im quantenmechanischen Sinne grundlegende 
Nileichung (1,1), (3,11) der Theorie der Supraleitung') gesagt wurde. 
Mie Hauptbedeutung der gegebenen Herleitung der Gleichung (1,1), (3,11), 
ie von dem Ausdruck (3,5) fiir die Stromdichte ausgeht, besteht darin, daB 
Vich das Problem der mikroskopischen Theorie der Supraleitung jetzt in der 
vusdrucksweise der Wellenmechanik formulieren und in gewissem Umfange 


") Das Gesagte bezieht sich nicht auf den Versuch, die Besonderheiten der Dichte- 
Satrix aufzufinden, die den Supraleitungs- und Superfluidititseigenschaften von Teilchen- 
“ystemen entsprechen [siehe Lanpau-Lirscuiz (1951), § 129, GinspuRG und LANDAU 
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auf die Auffindung der Bedingungen zuriickfiihren liBt, unter denen dig} 
W-Funktion der Leitungselektronen ,,starr‘ ist. ] 
Stiitzt man sich auf das ,,Gas‘‘- (Hinelektronen-) Modell der Elektronen in 
Metall, so kann man keine Supraleitung erhalten, da in diesem Fall die 
dingung der ,,Starrheit‘‘ der Wellenfunktionen offensichtlich nicht erfill 
ist). Man mu8 also zur Erklirung der Supraleitung auf das Gasmodell veri 
zichten oder es zumindest wesentlich abindern, wobei man eine vende 
wirkungsenergie beriicksichtigt, die in der gegenwartigen Elektronenth 

der Metalle vernachlissigt wird. Auf diese Frage kommen wir noch spa 
zuriick. Hier bemerken wir nur, daB die gréBere ,, Verkettung*‘ der Elektro 
im supraleitenden Zustand gegeniiber dem normalen, in dem die Elektrone 
in gewisser Beziehung als frei aufgefaBt werden kénnen, schon einfach aw 
der ‘Tatsache folgt, da% im Supraleiter der supraleitende Zustand energetiseh 
tiefer liegt als der normale und eine Art Bindungsenergie aufweist (ahniliel 
wie sie die Nukleonen im Kern besitzen). 4 | 


Die Aufgabe unserer weiteren Darstellung besteht in der Diskussion del 
Bedingungen, unter denen die ,,Starrheit‘‘ der Wellenfunktion gewahrleistel 


Bie ite Air } 


4 
1) Es wurde mebrfach der Versuch unternommen [zum letzten dieser Versuche vergleicl 


BARDEEN (1950, 1951a)], die Erscheinung der Supraleitung mit dem ,,anomalen Dia 
magnetismus“ in Verbindung zu bringen, der im Rahmen des Einelektronenmodel 
im Fall einer hinreichend kleinen effektiven Masse me des Elektrons im Metall auftrete! 


; : F : - A met \” 3 
kann. Wie bereits erwahnt, ist unter bestimmten Voraussetzungen y + {| — ) xr, Wobs! 
is 


m 
yr © 10-6 die diamagnetische Suszeptibilitit freier Elektronen ist. Setzt maq 
met © 10-3 m, so erhilt man y © —1/4 a. Hierbei macht man aber einen Fehler, d 
bereits zu Beginn dieses Abschnittes hervorgehoben wurde und auf der Verwechselur 
6 Pane core m \? : . 
von B und 7 beruht. In Wirklichkeit ist x’ = (= ytr und folglich x = i r 
aoe ‘ a 
— —1/4a nur fir | x’ | > 1/40 und meg < 10-3 m. : | 
Um jedoch den Supraleiter vollstiindig in Analogie zum Diamagnetikum setzen zu kénne® 
braucht man die Bedingung, daB die Gleichungen y = —1/4a und w=1-+ 4ax=4 
streng erfiillt sind (sonst ist im Innern des Supraleiters B=: 0; der Wert w< 0i) 
im statischen Feld auf Grund thermodynamischer Uberlegungen auszuschlieBen, da 
diesem Fall dem Energieminimum ein unendlich groBes Feld H entsprechen wiirdel 
Damit die Gleichung « = 0 erfiillt ist, ist notwendig, daB | x’| —> co und meg— 0 ist 
Selbst fiir meg © 10-3 m ist die iibliche Theorie des Diamagnetismus im allgemeinat 
nicht mehr anwendbar; es geniigt zu sagen, daB, falls man den Impuls des Elektrons ef 
der FeRM1-Grenze wie gewohnlich annimmt, fiir meg * 10-$ m die Elektronengeschwindif 
Po m m é y 
=<! _—_ w 108 —— w& 10" ist (1) (died 
m Melt mett 
Bemerkung stammt von I. J. POMERANTSCHUK). Bei Benutzung des Ausdrucid 


keit an dieser Grenze von der GréBenordnung vy = 


2 ‘ 
(aes 4 : ; : . . | 
VN (=) Mtr ist also bei kleinen Werten von mest zumindest gréBte Vorsicht am Platze. # 

/e 


SchlieBlich muB man darauf hinweisen, daB selbst dann, wenn man sich auf die Form’ 

mm \" | 
uy ( Xr stiitzt und die Frage nach dem Wert von metry ohne Bezugnahme ait 
die Theorie der Supraleitung behandelt, der kleine Wert von meg bei BARDEEN (19 ) 
1951a) in Wirklichkeit keinerlei Uberzeugungskraft fiir sich hat, was der Verfasser sellis 
schlieBlich auch zugibt [vergleiche BARDEEN (1950, 195 1a, b)]. 
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und eine Supraleitung méglich ist. Im Abschnitt b) wird zu diesem Zweck 
ein methodisches Problem behandelt. Im Abschnitt ¢) wenden wir uns wieder 
den Elektronen im Metall zu. 


b) Die Supraleitfahigkeit idealer geladener Bosr+ und Fermi-Gase, 
die sich in einem Hohlraum befinden 


Zur Klairung einiger Punkte, die fiir die Mikrotheorie der Supraleitung wesent- 
lich sind, behandeln wir jetzt ein rein methodisches Problem, und zwar die 
Frage nach dem Verhalten idealer geladener BOSE- und FERMI-Gase im 
Magnetfeld, die sich in einem Hohlraum mit endlichen Abmessungen befinden. 
Um dabei in der grébsten Naherung die CouLoMBschen Wechselwirkungs- 
krafte vernachliassigen zu kénnen, nehmen wir an, da8 auBer den behandelten 
Teilchen eine gleiche Menge von Teilchen des anderen Ladungsvorzeichens, 
aber mit bedeutend gréBerer Masse vorhanden ist, wie das fiir ein Elektronen- 
Tonen-Plasma auch tatsichlich zutrifft; die Bewegung der schweren Teilchen 
wird vernachlassigt. 

Zunichst nehmen wir an, der Hohlraum, von dem die Rede ist, sei ein langer 
Kreiszylinder vom Radius # und der Linge L. Das Magnetfeld H, sei parallel 
der Zylinderachse, die Konzentration der behandelten Teilchen mit der 
Ladung e und der Masse yw betrage n und ihre Gesamtzahl N = a R?Ln. 
In Abwesenheit eines Feldes hat die SCHRODINGER-Gleichung fiir die Wellen- 
funktion des einzelnen Teilchens die Form; 


\ 


}2 h2 { @2 1 @ pre 0 0 
(3,16) cee Ba a ag ae a (rj) | oe. 


wobei z, 7, p zylindrische Koordinaten und E die Teilchenenergie seien. Wir 
nehmen an, auf der Oberfliche des Hohlraums sei y = 0 (unendlich hohe 
Potentialschwelle) und setzen an 


aa 1 
Elitio: E 


P .. wUz 
ea ee (m= 0, = Ih =. 2.» 1 —e eh) 


wodurch die Eindeutigkeit von yw und sein Verschwinden bei z= 0 und 
z= L gesichert ist. Wir erhalten dann fiir f die Gleichung 


2 9 2 2 m2 
pets t( 4-7 TE) f= 9. 


dr 1 etme goss 
a Te", 

nn Fi 
Konstante und J,, = (—1)"J_m die BESSEL-Funktion m. Ordnung sind. Die 
Bedingung f(R) = 0, d. h. die Bedingung des Verschwindens von yp an den 
Zylinderwiinden besagt, daB die GréBe AR eine Wurzel der BESSEL-Funktion 
sein mu8, woraus sich die Energie des Teilchens zu 

he ("3 TE 


77 RT LP 


deren Lisung die Form f,= CJm (Ar) hat, wobei 7? = C eine 


(3,17) Emn,t (9) 
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ergibt, wobei Bn, die k. Wurzel der Funktion Jm (2) ist. Dabei ist By, = 2,4048, | 
Bog = 5,5201, Bog = 8,6537, Bry = 3,8317, By = 7,0156, Bis = 10,1735 usw. 
Bei Vorhandensein eines Magnetfeldes, beschrieben durch ein Vektorpot 
tial Y, lautet die Wellengleichung: 


1 : a call | Mies csv) (Rs 10" al “I 
Gale) vA rag <a) = | elas Pag + oe "arj\q 
tehA, O e 
por Op = 2mc 


| 
i 


i 

Ay, p= Ey, § 
4 a 

& 


wobei wegen der Vernachlissigung der Randeffekte (langer Zylinder) das 
Feld § =rot% als in z-Richtung stehend angenommen wird; auBerdem 
wird Zylindersymmetrie vorausgesetzt, infolgedessen ist 


q 


1 
Ag oS ee ea 
r Or 
; : 10A, 
und cis a9 == (), ‘ 


Die Wechselwirkung des Spins der Teilchen mit dem Magnetfeld vernach- 


lassigen wir, da sie fiir das folgende unwesentlich ist. : 
Man kann das Potential 9{ als Summe zweier Glieder darstellen: 
ii 
Me DF i MW, WM, me [Dor] } 
4 7 Argh ae 
A Sas, Role ike Pe 
ieh 


- e 

(3,19) i= 5, (ele — Oa ee 
dabei ist %, das Potential, das dem homogenen iiuferen Feld $, entspricht, 
und %, das Potential des Feldes, das auf der Bewegung der betrachteten 
Teilchen beruht; der Strom j hat im allgemeinen Fall die Form (3, 5), liBt 
sich jedoch fiir unabhiingige Teilchen einfach in der Form (3,19) schreiben, 
wobei wy die Wellenfunktion des einzelnen Teilchens ist. Ist die Teilchen- 
konzentration » hinreichend klein, so ist das Feld H, = |rot |< Hp, und 


1 z 
in erster Naiherung A, = Ay, = 5 Hyr. Gleichung (3,18) wird analog (3,15), 
weil — th Ge L, die Projektion des Drehimpulses auf die z-Achse ist. In 


diesem Fall bleiben die Funktionen p, die der Gleichung (3,16) geniigen, unter 
Vernachlissigung des zu Aj, proportionalen Gliedes Eigenfunktionen der 
Gleichung (3,18), und es wird 
ehmH, 

ze 


(3, 20) Emn, k (H) aa Eman, k (0) ie 
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n der zweiten Ordnung hinsichtlich Hy ist die Anderung von q bereits von 
Jull verschieden, d.h. dy~ HR. 

ie Dinge liegen hier aihnlich wie im Fall des Atoms (siehe § 3a). 

er Strom j, besitzt nur die Komponente j, und betrigt 


F i 
B21) Jag = * ty —— p*pAoo, Ay = 5 Hor. 


Ure bec 

‘Pas magnetische Moment des Zylinders, das auf dem Strom j beruht, hiangt 
esentlich von der Feldstiirke H, und dem Typ der Statistik ab, der die 
eilchen gehorchen. Im Fall der BOSE-Statistik befinden sich bei 7’ =0 
imtliche Teilchen fiir H, = 0 im tiefsten Zustand 


Az (2.4048 72) 
hit m = 0. 
eiAnlegen eines Feldes H, bleiben, solange der Term EZ,,, der tiefste ist, simtliche 
: 2 
eilchen in ihm, und der Gesamtstrom wird j = syed =— ae Born; 
N Le 2 ue 


obei n= 3S y* (ta) y (ta) die Teilchenkonzentration ist. Unter diesen 

edingungen verhiilt sich der Zylinder mit dem geladenen Gas wie ein 

praleiter, da die Gleichungen (3,9) bis (3,11) in Kraft bleiben, wobei 
2 2 

ee gael sine (die Abhangigkeit der Konzentration n von r, die im 


4 


4x —-4xe*n 

ndzustand eines BOSE-Gases deutlich ausgeprigt ist, vernachlissigen wir 
er und im folgenden der Einfachheit halber; man sieht leicht ein, daB diese 
bhingigkeit keine grundlegende Bedeutung hat). 

msere SchluBfolgerung bleibt auch giiltig, wenn man das abschirmende 
eld H, nicht vernachlissigen kann. In diesem Fall aindert sich wie bisher 
e Funktion y bis auf Glieder der Ordnung H? nicht, und es ist 


R 
eh m 
Enns (H) = Emne (0) +7 4) feAgdr, 
0 
1 TEN zz ‘ 
av die Funktion y = 7 fm(r)e™? sin - A auf 1 eae | Teeter wat 
5. Der Ausdruck (3,21) bleibt erhalten, wobei A), durch A, ersetzt wird, 
2 
did im Grundzustand m = 0 ist wie bisher j = — a0 Y. 


solange H, < H, ist, kann man den Zylinder als homogen magnetisiert an- 
then, ad sein ee pro Langeneinheit betragt (dv = 2 nrdr): 


2 
23) sia = 5, | tied = es aR? H, = 2B? yH), 


bei x die Suszeptibilitiat ist. 
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Bei Vernachlissigung von Gliedern der Ordnung Hj aindert sich das Moni 
des Zylinders erst, wenn unter Einwirkung des Feldes das dem tiefsten nachste 
Niveau E_,,, bis zu diesem tiefsten Term Ey herabgesunken ist, dessen fe 
vom Feld nicht abhingt. Nach (3,17) und (3,20) tritt dies ein in einem 


(3,24) Ayn = : ch eo R? R - 


Bei hoher Konzentration » kann man das abschirmende Feld H, nicht ver 
nachlissigen; unter der Bedingung, da die Eindringtiefe des Feldes 


ne 
===) | f= R 
: lee = 
R= 


Te re ee eee 


ist, erhalten wir 


ehm (0\? | 
(3,25) Eran, k (7) — Enns (0) a 2 ue ts) Ay, f 


ore 
denn infolge der Bedingung | fj fdr = hist fo lie. 
0 
Feld 
R 5-107 
ee 2 Lin 


und fiir 6 & 10-5 (n & 5- 1074) ist Hy, » 5+ 10% Oersted. 


(3, 26) Hjs 


Bildeten also die Elektronen im Metall ein BosE-Gas, so wiirde die EW 
scheinung der Supraleitung einfach auf Grund der Diskretheit der Terme # 
einem Hohlraum mit endlichen Abmessungen selbst in ziemlich starked| 
Feldern auftreten. Die Dinge liegen jedoch wesentlich anders bei einem em] 
arteten FERMI-Gas, mit dem man die Elektronen im Metall schon eher vet 
gleichen kann. Das liegt daran, daB fiir die Energieterme in der Nahe did 
FERMI-Grenze der Termabstand fiir die interessierenden Werte n und R sea! 
klein ist, so daB auch die Felder H;,,, und H,, verschwindend klein werden. 
Zur Abschaitzung des mittleren Termabstandes an der FERMI-Grenze beriicis 
sichtigen wir, dafi bei groBen Impulsen die Form des GefaiBes von gering? 
Bedeutung ist und die bekannten Ausdriicke fiir die Anzahl der Terme #1 
2°/2 le Ble Vidi 

8 2 ae 
wobei Z(H)dH die Anzahl der Terme im Energieintervall dH und V dw 
Volumen des Hohlraums ist. Ferner ist die Energie an der FERMI-Gren4) 


einem kubischen Gefiii benutzt werden kénnen; Z (#)d HE = 


2f2m2 
07h? Minox 5 : : : 
Ly & on , wobei Rw L gesetzt ist und mpax der maximale vl 
= n 7 q 1 
kommende Wert der Quantenzahl m ist (max & kmax & Neynay © W!9* | 
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n bedeutet die Teilchenkonzentration). Der mittlere Termabstand betragt 
1 h® h? 

(3,27 AEw~ ~~ — ~ ; 

) Z(E)” wR? mmx pn RB 


GréBenordnungsmiBig ist AH gleich dem Verhiltnis der Entartungsenergie 
h? nls 


zur Gesamtzahl der Teilchen n- R® im GefaB, wie das auch sein 


$ 2 
Der Wert F_4,, (0) — Loy (0) in (3,24) ist von der GréBenordnung =f dz i 
; 


Mnax-mal gréBer als (3,27). AuBerdem ist nach (3,20) die Termverschiebung 
an der FERMI-Grenze mit m  mmax das Mpax-fache der Termverschiebung fiir 
m= 1. Hieraus folgt, daB die Werte H,, und H;, (siehe (3,24) und (3,26)] 
im Fall des FERMI-Gases durch eine Gré&e von der GréBenordnung minax 
w n> R* = 10 dividiert werden miissen (bei » © 5- 10% und Rw 1). In 
5- 10-7 

Rhee © 10-1° Oersted. 

Obwohl diese Abschatzung sehr roh ist und obwohl das Feld H,, nur den 
Beginn der Zerstérung des supraleitenden (idealdiamagnetischen) Zustandes 
einleitet, ist ganz klar, daB8 im Fall des FERMI-Gases mit n ~ 10”? die Zer- 
stérung dieses Zustandes bei auBerst kleinen Feldern eintreten muB8. 

In einem Feld, das eine starke Termverschiebung gewiihrleistet, besitzt das 
FERMI-Gas nur einen schwachen Diamagnetismus (3,14). Die Kleinheit des 
Effekts beruht dabei auf der fast vollstindigen Kompensation des diamagne- 


diesem Fall betraigt das Feld H,, etwa 


tischen Stroms j= —— y*y M durch den paramagnetischen Strom all pty 
(siehe (3,21)]. ik: mr 


In der Tat sorgt der diamagnetische Strom fiir das Moment (3,23) des 
Zylinders, dagegen betrigt das Moment des paramagnetischen Stroms j,,, 
der mit dem a-Elektron verbunden ist, gré6Benordnungmiabig 


Md lev ehm 

NM = | Jagrdv~ ye” 

In Abwesenheit eines Feldes erzeugt jedes Elektron das gleiche Moment 
(das Moment hingt nicht von H, ab!); da jedoch Elektronen mit den Werten 
m' =—m in gleicher Anzahl vorhanden sind wie die Elektronen mit der 
Quantenzahl m, ist das Gesamtmoment des K6rpers gleich Null. Bei Anlegen 
eines Feldes werden die Terme mit m <0 erniedrigt, wahrend die Terme 
mit m>0O gehoben werden, und deshalb ist in dem Zustand mit minimaler 
Energie (nach Voraussetzung ist 7’ =0, so dal die freie Energie mit der 
Energie iibereinstimmt) ein iiberschiissiges paramagnetisches Moment vor- 
handen!). Dieses Moment ist gleich der Summe der Momente der Elektronen, 
die in die Terme mit m < 0 iibergegangen sind; die Anzahl dieser Elektronen 
ist von der GréBenordnung der Anzahl der Terme im Energieintervall 
—€hMnax Hy 


bec 


1) Wir nehmen in diesem Abschnitt an, daB e > 0 ist; andernfalls, d. h. fiir e< 0, spielen 
die Terme mit m >0 die Rolle der Terme mit m< 0 und umgekehrt. 


um das unter dem EinfluB des Feldes die Terme mit max > 0 


> 


126 W. lL. GinsBuRG 


und mmax < 0 auseinanderweichen, also von der GroBenordnung 
ChitmaxH, ehitmexy, nF 
~~ ~~ 


Me Me Ey 
€hMmax ; le FR? mmax 
jc Aen < 


An~Z (E) 


(8,27) ~ 


Das gesamte paramagnetische Moment des Zylinders, bezogen auf die Linge 
einheit, betraigt also gréBenordnungmaBig 
chitmax An @mraxRH, enR 


med os Teaahe 
po Ok pc? pc bi : 


(3,28) Mp~ 


a 


denn in unserer rohen Niiherung wurde angenommen (bei der ingen 
VON Mmax), daB Rw L ist und daB folglich das Moment pro Langeneinhei 
gleich dem Gesamtmoment dividiert durch & ist [hierdurch erklart sich auch 
das Auftreten von R im Nenner des ersten Ausdrucks in (3,28)]. Dieses 
paramagnetische Moment ist dem Absolutbetrage nach von der gleichen 
GréBenordnung wie das diamagnetische Moment (3,23). Eine genauere 
Rechnung von WELKER (1938) zeigt, das das Moment M, ohne Beriick 
sichtigung der Diskretheit der Terme das Moment Mg genau kompensiert, 
wie auch in der klassischen Theorie herauskommen mu, zu der man dural 
Vernachlissigung des Abstandes zwischen den Termen gelangt. Beriick 
sichtigt man die Diskretheit der Terme, so kompensieren sich die Glieder Mp 
und My, nicht genau, sondern es ergibt sich ein kleiner diamagnetischer | 
Differenzeffekt (der Spin wird nicht beriicksichtigt!). Der entsprechende : 
Wert der Suszeptibilitiét (3,14) resultiert dabei gréBenordnungmaBig aus § 
denselben Uberlegungen wie oben, aber unter der Annahme, da8 die tiber- 
e€hMmax Hy ehMmax 


schiissige Energie und das Moment nicht und sondern | 


chH, eh ‘ BS t ef oey : 
— und oer betragen (eine solche Ersetzung hat eine ziemlich klare Be- 
deutung, da sie dem Differenzeffekt entspricht, der auf einer Anderung der i) 
Quantenzahl m um die kleinstmégliche GréBe, um 1 beruht). 
Das betrachtete Modell des idealen Gases illustriert die in § 3a angestellten 
allgemeinen Uberlegungen. Solange die ¥Y-Funktion des Systems geladener 
Teilchen als unverinderlich angesehen werden kann, tritt ein diamagnetischer 1] 


Strom auf, der der Gleichung fiir den Supraleitungsstrom rot Aj, = —— DF 
cr 


gentigt (siehe (3,11)]. Unter dem KinfluB eines Magnetfeldes vollzieht sich 1 
eine ZEEMANsche Aufspaltung der entarteten Terme, und wenn sich diese ¢ 
zu tiberdecken beginnen, wird der ,,supraleitende“ Zustand allmahlich zer- | 
stort’). Der Fall des Kreiszylinders, von dem die Rede war, ist nicht nur} 
besonders einfach, sondern er ist auch dadurch ausgezeichnet, da die Eigen- | 
funktionen sich in erster Niherung beim Anlegen des Feldes nicht éndern.} 


*) Wir weisen darauf hin, daf in dem betrachteten Beispiel unter Vernachlissigung der}) 
Glieder mit H> die y-Funktionen der einzelnen Teilchen sich nicht indern. Die W-/ 
Funktion des Gesamtsystems indert sich jedoch bei der Uberdeckung der Terme infolge 
der Neuverteilung der Teilchen iiber die Zustiinde. 
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In einem Hohlraum ohne Axialsymmetrie (beispielsweise einem GefiB mit 
echteckigem Querschnitt) aindern sich die y-Funktionen bereits in erster 
Ordnung hinsichtlich Ho. In qualitativer Hinsicht kann jedoch dieses Moment 
icht wesentlich sein, und solange keine Uberdeckung der Terme eintritt, 
Ykann der diamagnetische Strom nicht durch den paramagnetischen Effekt 
<ompensiert werden. 

Das kritische Magnetfeld wird durch den Abstand zwischen den Termen 
bestimmt und ist fiir ein entartetes FERMI-Gas mit einer Konzentration, die 
‘Her der Elektronen im Metall entspricht, verschwindend klein. Hieraus geht 
Mhervor, dai man in einem Modell mit freien Elektronen keine Supraleit- 
Wahigkeit erhalten kann, woran die iibliche Beriicksichtigung des Einflusses 
‘es Kristallgitters (d.h. des periodischen Potentials) nichts &ndern kann. 
m in einem Modell, das sich auf die Naiherung unabhiangiger Elektronen 
stiitzt, eine Supraleitfahigkeit zu erhalten, muB man irgendeine Liicke im 
nergiespektrum an der FERMI-Grenze haben. Wir nehmen z. B. an, das 
qEnergiespektrum der Elektronen in dem zylindrischen GefaiB sei so beschaffen, 
#iaB an der FERMI-Grenze bei EH = £, eine Liicke mit einer Breite von 


1£3,29) A~kT;, ~ 10-16 = 10-15 


Hiege, denn die kritische Temperatur 7’, liegt zwischen 1° und 10° K, und 
$venn eine solche Liicke vorhanden ist und die Supraleitung auf ihr beruht, 
muB ihre Breite groBenordnungsmabig eben durch den Wert von kT, 
bestimmt werden. 

ir HE > E,+A nehmen wir das Spektrum der FERMI-Verteilung an, fiir 
< H#, dagegen miissen wir voraussetzen, dafi das Magnetfeld keinen merk- 
ichen Einflu8 auf den Zustand des Systems als Ganzes ausiibt+). Die Zer- 
stérung der Supraleitfahigkeit beginnt in diesem Schema, das ohne weitere 
erfeinerung nur als ganz grobe Veranschaulichung angesehen werden darf, 
n dem Feld, in dem die ZEEMANN-Verschiebung des Terms mit H (0) = Ej, +A 
en Wert A erreicht, also ohne Beriicksichtigung der Abschirmwirkung in 


. 3.30 H A A ee 
fe? Per iha  OeR _ a ~~ nlsR R 
2 pc 2 pec | 


‘ind mit Beriicksichtigung der Abschirmwirkung in einem Feld 


in AR 10 
ol) Ape ype 2 a oe a LOE why, 
ae fea) 


Mit anderen Worten nehmen wir an, da die Ausdriicke (3,20) und (3,22) fir H< Hy 
Ficht mehr giiltig sind, da andernfalls der Diamagnetismus infolge der Neuverteilung 
(er Elektronen iiber die Terme, die in Abwesenheit eines Feldes unterhalb von Ey liegen, 
yerschwinden miifte. Natiirlich sind derartige Voraussetzungen sehr wenig folgerichtig, 
mas gilt jedoch in gleichem MaB8e auch fiir die Einfithrung der Liicke im Spektrum der 
Wreien Teilchen selbst. Bei WELKER (1938, 1939, 1943) ist die Voraussetzung, da bei 
/7 < FE, keine Neuverteilung der Elektronen tiber die Terme stattfindet, verkniipft mit 
em Vorhandensein einer ,,Bahnumkehrenergie™. 
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wobei Mmax Y WR ist und beim Ubergang zur zahlenmaBigen Abschitzung 
n w 102, 6 x 10-5 und T, & 10° gesetzt wird. 3 
Ist die Supraleitfahigkeit zerstért und verringert sich das Feld, geht man 
also von der normalen Phase aus, so kann der entsprechende Zustand exi- 
stieren, solange Hy) > Hy,» ist. Geht man jedoch vom supraleitenden Zustand 
aus, so gelangt man zum normalen Zustand in einem Feld der ete 
Hs. Ein Phasengleichgewicht kann jedoch nur bei einem bestimmten Fel 

H, vorliegen, so daB das Gebiet Hy, < Hy < H,, einer unterkiihlten normalen 
Phase und das Gebiet H,. > H,> H, einer iiberhitzten supraleitenden 
Phase entspricht. Das Feld H, liBt sich ebenso wie die genauen Werte von 
Hyn und H,, nur durch eingehendere Berechnungen mit Bestimmung der 
freien Energie des Systems im Feld finden. Infolge der Unzulanglichkeit 
unseres Modells hatten derartige Berechnungen kaum einen Wert, und wir 
beschriinken uns deshalb auf die Bemerkung, da man mit WELKER (1938, 
1939, 1943), indem man in Analogie zur VAN DER WAAtSschen Gleichung die 
sogenannte ,,Flichenregel‘‘ anwendet, die den Druck bestimmt, bei dem ein 
Gleichgewicht zwischen Gas und Fliissigkeit méglich ist, zu dem Schlub- 
gelangt, daB das Gleichgewichtsfeld H, ungefihr gleich dem geometrischen 


Mittel zwischen H,, und AH; ist, also 4 
; 1 
‘ ———— A [43 : 
(3,32) Hi, es VA un Ais ~k Ty | a a ie 10° = 10°; 
eh i Eo 
» mld 
2 uc 
hierbei ist beriicksichtigt, daB 
Oe | ale ~ und Ey, ~ nes 
4me*n 2 pe 


Diese Uberlegungen kénnen nur auf eines Anspruch erheben: sie zeigen, daB| 
eine Liicke von verniinitiger Breite (3,29) an der FERMI-Grenze zur Erhaltung; 
der Supraleitfihigkeit bis zu Feldern H;, © 102 + 10° fiithren kann, die deni 
Versuchsdaten entsprechen. Die Aufgabe der Theorie besteht in einer wesent-’ 
lichen Verfeinerung unseres Modells und in seiner Begriindung, ausgehend: 
von der Behandlung der Wechselwirkung der Elektronen untereinandet und: 
mit dem Gitter des Metalls. 


c) Die Rolle der Gitterschwingungen und der hohen Dielektrizitétskonstanten. 


Hinige kritische Bemerkungen 


Die Versuche zur Bestimmung des Elektronenspektrums im Metall und) 
seines Zusammenhanges mit der Erscheinung der Supraleitung erforderm 
nicht nur eine Beriicksichtigung der bisherigen Bemerkungen, sondern auch 
der beiden folgenden wesentlichen Punkte, die aus den experimentellen Dater 
hervorgehen, 
Krstens wurde an Supraleitern kiirzlich ein Isotopie-Effekt festgestellt 
[LANDAU-LIFSCHIZ (1951), § 1; Lock, PIPPARD, SHOENBERG (1951); REY} 
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(OLDS, SERIN, NESBITT (1951)]; es gilt die Beziehung 


333) MT, = const, dT, = — a dM, 


o M die Masse des Atoms und 7; die kritische Temperatur ist. 
as Vorhandensein eines so starken Isotopie-Effekts bedeutet, da sich die 
upraleitung nicht als reine Elektronenerscheinung verstehen liBt, was man 
Wiher nicht ohne Grund allgemein hoffte (das Gitter wird beim Ubergang 
ur Supraleitung nicht merklich veriindert, der EinfluB von Druck und 
eformation auf die Supraleitfahigkeit ist verhiltnismiBig klein usw.). 
aire die Supraleitung nur eine Angelegenheit der Elektronen (genauer: 
rire ihr Auftreten auch bei unbeweglichen Kernen méglich), so wire eben- 
ein lsotopie-Effekt vorhanden, er wire jedoch bedeutend kleiner als der 
Geobachtete. So ist die Energieinderung, die auf der Endlichkeit der Kern- 
wpasse beruht, fiir die Atomterme gegeniiber dem Fall unbeweglicher Kerne 


yjon der GréBenordnung AE ~ — i E, und man miiBte also erwarten, daB 


Hie Anderung der kritischen Temperatur d7’, bei einer Anderung der Kern- 
wpasse dM folgende GroBenordnung hitte (wir setzen H~kT,; m ist die 
lektronenmasse) : 

m fie 


B34) aT, ~— 5 aM — (10-4 10-4) Sam. 


a der beobachtete Effekt um einige GréBenordnungen stirker ist als (3,34), 
nd offensichtlich die Gitterschwingungen, in erster Linie die Nullpunkts- 
shwingungen, fiir das Auftreten der Supraleitung selbst wesentlich. Ver- 
niipft man beispielsweise die Supraleitfaihigkeit mit einer Liicke im Energie- 
pektrum der Elektronen, so mu die Breite dieser Liicke stark von der 


tommasse M abhingen (setzt man die Breite der Liicke A ~ kT, so erhalt 


const. 
an A~w~ E ) 


in zweites Moment, das sich ebenfalls als sehr wichtig erweisen wird, hingt 
mit zusammen, daB im supraleitenden Zustand die Dielektrizitaétskonstante 
‘fensichtlich gewaltige Werte annehmen muh: ¢ ~ 108 — 101° [LANDAU- 
WIFSCHIZ (1951), §6]1). Dieser Umstand ist experimentell noch nicht end- 
iltig geklirt. Ganz kiirzlich erhielt CHAIKIN (1952) jedoch Daten, die 


Wir weisen darauf hin, da das auBerordentlich starke Anwachsen der Dielektrizitiits- 
“pnstante ¢, nicht nur fiir Supraleiter charakteristisch sein kann, sondern nach MENDOZA 
d Tuomas (1951) auch bei der Widerstandszunahme nichtsupraleitender Metalle 
bi T — 0 eintritt. In der Tat: nimmt die Leitfaihigkeit in diesem Fall infolge der Ver- 
mgerung der Anzahl freier Elektronen ab, so gehen diese Elektronen in einen gebundenen 
iiastand iiber, wobei die charakteristischen Frequenzen w ~ k7'y sind, wenn 7’) die 
atsprechende Temperatur ist, und deshalb wird ebenso wie im Fall der Supraleitung 
Mer Wert ¢ offenbar sehr gro8 sein. 
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die Behauptung so groBer Werte ¢ im Supraleiter vollauf bestéitigen : 
(danach ist fiir Zinn bei 7’ ~ 2° & ~ 5 - 10° und bei T—>T), &—~9; = | 
weise auf einen Wert « ~ 10° finden sich auch bei GALKIN und BESUGIY5 
(1951), mit deren Arbeit sich der Verfasser leider nicht im einzelnen vertraut | 
machen konnte). | 

Da das Auftreten der Supraleitung auf einem Effekt beruht, dem eine Energie 
AwkT, ~ 10-6 10-4 entspricht, mu man einen méglichen Ursprung} 
einer solchen Energie angeben, die in dem gewohnlichen ,,Gasmodell” der) 
Elektronen im Metall nicht beriicksichtigt werden kann. q 
Die Energie der CouLomBschen Wechselwirkung zwischen den Elektronen) 
wird im Gasmodell praktisch vernachlissigt (siehe § 1); sie betragt gréBen- 
ordnungsmabig (alle Energien beziehen sich, wie auch die GréBe A, auf eini 
Elektron) 4 

2 


(3,35) Bow rein 0 0 eed Oe 
r 


Da Ege Ey > Aw kT, ist, nimmt man oft an, die COULOMBsche Wechsel-] 
wirkungsenergie zwischen den Elektronen kénne keine Beziehung zur Supra- 
leitung haben. Diese SchluBweise ist jedoch durchaus nicht iiberzeugend. 
Erstens ist es stets méglich, daf nur ein kleiner Teil von He zur Wirkung 
kommt, wihrend der gréBere Teil nicht in Erscheinung tritt, etwa wegem 
des PAULI-Prinzips. Von diesem Standpunkt aus ist nur die COULOMBscha 
Wechselwirkung der Elektronen in dem Gebiet wesentlich, in dem die FERMI-’ 


ET; 4 
Verteilung verschwimmt, d. h. die Wechselwirkung von n 7. ew 10-5” ~ 104i! 
Elektronen, also Hy ~ e? (n- kT,/E,)!» ~ 10-4 = 10-18. Zweitens kann di 
Wechselwirkungsenergie infolge der Abschirmwirkung stark abnehmen, die 
im Supraleiter infolge des hohen Wertes von ¢ wahrscheinlich besonders 
wesentlich ist (es geniigt zu sagen, da selbst fiir n » 107% und é ~ 108 gilt’ 

ee ees i" 
Ho~ er ae 10-*°; fiir schnellbewegte Elektronen ist der Wert & kleine} 
0 € 

als der statische, und so kann durchaus Ho ~ kT, ~ 10-18 ~ 10-1 werden : 
hierfiir muB ¢ ~ 10% — 104 sein). | 
Die Energie der magnetischen Wechselwirkung zwischen den Elektronen ists 
von der GréBenordnung (v-Geschwindigkeit des Elektrons) 


9 » ai » » 

Bee e2 v2 E eh?n E 

(3,36) By ~ — ~en'l —9. ~~ Hy » —* w 10-17 = 10-16, 
7c? mc? mc? me? 


denn es ist Hy y 1+ 10eV und mc? & 5-105 eV. 

Kine Beriicksichtigung der magnetischen Wechselwirkungsenergie scheint aw 
den ersten Blick sehr anziehend, da hier sofort LH», ~ kT, herauskommt) 
und, was das Wichtigste ist, eben die magnetische Wechselwirkung deni 
KinfluB des magnetischen Feldes, der die Supraleitfaihigkeit zerstért, ,,ent}|] 
gegensteht". In der Tat folgt aus §3b, da die Zerstérung der Supraleiti] 


fihigkeit oder genauer ihr Nichtauftreten auf einer Neuverteilung der Elek 
tronen tiber die Terme beim Anlegen des Magnetfeldes beruht. Diese Neu|| 


Der gegenwiirtige Stand der Theorie der Supraleitung 131 


rteilung fiihrt zu einer Umkehr der Bewegungsrichtung eines Teiles der 
ektronen, so daf diese aus Zustiinden mit einer magnetischen Quanten- 
hl m <0 in Zustinde mit m > 0 iibergehen, Fiir das Auftreten der Supra- 
tfahigkeit ist in diesem Schema hinreichend das Vorhandensein einer 
Mnergie H ~ kT, die das Elektron hindert, seine Bewegungsrichtung um- 
‘kehren [WELKER (1938, 1943)]; der Supraleiter dhnelt hierbei in gewisser 
insicht einem Bahn-Antiferromagnetikum. Die magnetische Wechselwirkungs- 
mergie hangt nun von der Geschwindigkeitsrichtung ab und ist deshalb 
‘jae besondere Betrachtung wert. Man sieht jedoch leicht ein, da® die 
Wpliche (klassische) magnetische Wechselwirkung nicht zu dem gewiinschten 
gebnis fiihren kann, weil sich antiparallele Stréme abstoBen, also die 
agnetische Wechselwirkung die Parallelitiét der Geschwindigkeiten simt- 
‘Pher Elektronen begiinstigt, anstatt die mit der Einstellung einer solchen 
awallelitat verbundenen Umkehrung der Bewegungsrichtungen eines Teils 
r Elektronen zu verhindern. Die magnetische Austauschwechselwirkung 
Wvischen Elektronen mit parallelem Spin fiihrt zu einer Anziehung anti- 
ihralleler Stréme; ihrer GréBe nach ist jedoch diese Wechselwirkung fiir 
{ie Elektronen bedeutend kleiner als die iibliche magnetische Wechsel- 
irkung [WELKER (1939)]. Geht man jedoch nicht von dem Modell freier 
*fektronen aus, so verschiebt sich das ganze Problem auf eine andere Ebene 
iervon wird noch spiter die Rede sein), und alle Vorteile der Beriick- 
whtigung gerade der magnetischen Wechselwirkung werden zweifelhaft. 
tegen der bereits angedeuteten Notwendigkeit, von Anfang an den EinflufB 
Wes Gitters in Betracht zu ziehen, ist es auBerdem klar, da weder die magne- 
wche noch die CouLoMBsche Wechselwirkung zwischen den Elektronen fiir 
wh zur Supraleitfaihigkeit fiihren koénnen. 

a Elektronengasmodell des Metalls wird die Wechselwirkung des Elektrons - 
t den Gitterschwingungen nur bei der Berechnung der Leitfahigkeit und 
whderer kinetischer Koeffizienten beriicksichtigt; sie fiihrt zur Emission, 
sorption und Streuung der Gitterschallquanten. Das Vorhandensein dieser 
Wehwingungen und die Endlichkeit der Masse M des Atoms (des Kerns) 
whren jedoch auch dazu, daB die Energieterme der Elektronen gegeniiber 


‘ren Lagen ohne Schwingungen (M—><) um eine GréBe |AE| ao 


Wirschoben werden. Man kann also sagen, da die Wechselwirkung mit dem 
Vitter zum Auftreten einer zusitzlichen Energie 


J m 
{, 37) E,~ M 


E,~mwv x 10% =~ 106 a kT,, 


is 10-" fiihrt; hierbei ist wu ~ VY E,/M x 10° die Schallgeschwindigkeit. 
ie Behandlung der Wechselwirkung (3,37) ist interessant und wichtig, weil 
> unmittelbar zu einer Beziehung vom Typ (3,33) fiihrt?). 
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Wie FROHLICH (1950) kann man die Energie Z, als Selbstenergie des Elek-; 
trons auffassen, die auf der virtuellen Emission und Absorption von Schall-| 
quanten beruht. Unter Beriicksichtigung der Wechselwirkung der Elektronenj 
mit dem Gitter in Anwendung auf das (in der ersten Naherung) freie volligi 
entartete FERMI-Gas kam FROHLICH zu dem SchluB, daB sich bei hinreichen 

hoher Kopplungsenergie mit dem Gitter in supraleitenden Metallen diei 


FERMI-Grenze wesentlich indern kann. Wahrend z. B. fiir freie Elektrone 


Abbildung 1 gezeichnete Zustand Gleichgewichtszu 
stand. Die Elektronen erfiillen eine Kugel vom 
Radius pj, zwischen p, und p, sind dann keing 
Elektronen vorhanden, und schlieBlich ist das Ge 
biet zwischen pj und p,’ wieder mit Elektronen be 
419 19, ’ 
setzt. Die Breite der Liicke ist A’ = — — oe w~ E, 
2m 2m . 
Einen Zustand, fiir den die FERMI-Flache eine Forn: 
hat wie in Abbildung 1 dargestellt, identifiziert 
FROHLICH mit einem supraleitenden Zustand. 
Os Die weitere Untersuchung dieses Problems vo 
WENTZEL (1951); KOHN, VACHASPATI (1951); DRELI 
(1951); BARDEEN (1951) zeigte, da die Behauptung FROHLICHs itiber dil 
Méglichkeit des Auftretens einer mehrfach zusammenhingenden FERMI 
Fliche wie in Abbildung 1 ganz unzureichend begriindet ist. Es handelt sie 
darum, daf die Anwendung der Stérungstheorie, die den Berechnungen you 


t 

= 
von hesonderer Bedeutung [siehe (3,34)]. Was die genauere Form des Zusammenhanges 
zwischen M und 7; betrifft, so sind unsere gréSenordnungsmaBigen Uberschlagsreclt 
nungen zu seiner Feststellung unzureichend. Das liegt insbesondere daran, da sich al 
energetischen Uberlegungen in erster Linie auf den Fall 7’ = 0 beziehen. Es wiire de: 
halb richtiger, nicht die Wechselwirkungsenergie fiir ein Elektron mit k 7, zu vergleichen 


9 


git wobei Ho, © 5: Mi 
das kritische Magnetfeld bei 7’ = 0 ist. Die Anderung der Elektronenenergie, die auf ded 


sondern die Wechselwirkungsenergie in der Volumeneinheit mit 


. . , m . 4 4 

endlichen Masse M des Atoms beruht, ist von der GréBenordnung EF’, & U Eqn © 105 Wy 
m é tale 

y aye a k cok : 

nm & 1022, i Hy 10°17 — 10 i), d. h. etwas gréfer als ae . Bei einer gréBenordnungy4 

miBigen Abschitzung kann man jedoch hierin kaum eine Schwierigkeit sehen, da dé 

Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen natiirlich auch in der normalen Phau 

9 


: Pe cae ak : 
stattfindet und die GréBe 3 - (die Energiedifferenz der beiden Phasen) mit der Energi?) 
differenz 4’, in beiden Phasen vergleichbar sein mu8. Unter der Annahme, a8 Hl 
proportional H’, ist, erhalten wir Hy,.~ M-~-*/:, was im allgemeinen dem Experiment erm} 
spricht [REYNoLDs, SERIN, Nespirr (1951)]. In erster Naherung ist Hyp.~ Tp, abt 
Ml: Ty, = const. 
Hierbei_ mui man jedoch feststellen, daB die Bezichung M’/: 7, = const mit holla 


Genauigkeit festgestellt wurde, wihrend man das von der Beziehung M’*/: Hy, = coms! 
nicht sagen kann [REYNOLDs, SERIN, Nespirt (1951)]. 
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ROHLICH zugrunde liegt, bei starker Kopplung zwischen Elektronen und 
itter ungerechtfertigt ist, und daB deshalb von einem Beweis fiir das Auf- 
reten einer Liicke A’ mit Hilfe der Stérungstheorie nicht die Rede sein kann. 
Diese SchluBfolgerung, die in den genannten Arbeiten begriindet ist, wird 
uch aus folgenden einfachen Uberlegungen klar. Das Auftreten einer Liicke J’ 
esagt, dal} in der Nahe der FERMI-Fliiche die Stérung nicht schwach, sondern 
ym Gegenteil sehr stark ist, da sie die Verteilungsfunktion um eine GréBe 
)yon der GréSenordnung der Werte dieser Funktion selbst andert. Die Stérungs- 
heorie ist aber nur anwendbar, solange die Stérung klein ist, und es ist somit 
@fiensichtlich unméglich, auf diese Weise mit irgendeiner Sicherheit eine 
Aufspaltung der FERMI-Flichen zu erhalten. 
om Standpunkt der Theorie der Supraleitung ist ein weiteres Moment noch 
yesentlicher: Selbst wenn man fiir einen Augenblick annimmt, die Rechnungen 
yon FROHLICH seien richtig und die FERMIfliche habe tatsichlich eine Form 
jyie in Abbildung 1, so folgt hieraus durchaus noch nicht das Auftreten einer 
‘upraleitfihigkeit. Mit anderen Worten: die FROHLICHSsche Identifikation 
Wes Zustandes mit einer Liicke (d. h. eines Zustandes mit einer FERMI-Flache 
yjon der Art der Abbildung 1) mit dem supraleitenden Zustand ist ganz und 
jar unbegriindet und aufBerdem fehlerhaft. Wir sagten schon, daB fiir das 
uftreten einer Supraleitfihigkeit offenbar das Vorhandensein einer Liicke 
tm Energiespektrum der Elektronen erforderlich sei. Das bedeutet aber 
urchaus nicht, da jede Liicke zu einer Supraleitfihigkeit fiihrt. Im Fall 
ser Abbildung 1 kann ein Elektron fiir p> p;’ jede Energie haben, und 
elim Anlegen eines Magnetfeldes erfolgt, wenn man die entsprechende 
wtorung als unabhingig von der Stérung durch das Gitter betrachtet (in der 
sten Naherung ist dies gerechtfertigt), offenbar eine Neuverteilung der 
lektronen iiber die Terme, und es entsteht der iibliche LANDAUsche Dia- 
nagnetismus. Wie die Wechselwirkung mit dem Gitter, die ihre Rolle bereits 
espielt hat (sie ist nach Voraussetzung verantwortlich fiir das Auftreten 
er Liicke in Abbildung 1), die Neuverteilung der Elektronen und die Kom- 


P en 
M@ensation des diamagnetischen Stroms j = — ee % durch den paramagne- 


‘ischen Strom verhindern soll, bleibt unklar; man kann kein Argument 
“ngeben, das hierfiir spricht. FROHLICH (1950) versucht auch gar nicht, 
fen Liickenzustand mit dem diamagnetischen Strom zu verkniipfen, sondern 
|}tzt seine Hoffnung auf das Auftreten irgendwelcher spontanen Stréme 
‘hn seinem Modell. Dieser Teil der Arbeit halt iiberhaupt keiner Kritik stand, 
nd es hat keinen Sinn, sich damit zu befassen, zumal FROHLICH (1951) 
telbst in einer spiteren Verdéffentlichung davon Abstand nimmt. Hier stiitzt 
‘ec sich auf die diamagnetische Hypothese und versucht nachzuweisen, daB 
ei Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit dem Gitter die Neuverteilung 
er Elektronen iiber die Zustiinde im Magnetfeld den diamagnetischen Strom 
/vicht kompensieren kann, so das eine Supraleitung zustande kommt. Seine 
‘berlegung besitzt jedoch keinerlei Beweiskraft; sie setzt im wesentlichen 
yas voraus, was bewiesen werden mu. Wir werden auf diese Frage nicht 
maher eingehen, um so mehr, als ein konkreter Fehler FROHLICHs in einer 
esonderen Untersuchung von SCHAFROTH (1951) aufgedeckt wird; diese 
- Mtersuchung beweist sehr allgemein, daf es unméglich ist, durch Beriick- 
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sichtigung der Wechselwirkung der Elektronen mit dem Gitter (dem Scha 
quantenfeld) im Rahmen der Stérungstheorie eine Supraleitfahigkeit 
erhalten!), Diese SchluBfolgerung steht in voller Ubereinstimmung mit al 
unseren bisherigen Ausfiihrungen: Fiir eine Supraleitfahigkeit ist eine ,,Starr- 
heit‘‘ der Wellenfunktionen notwendig, die durch eine Liicke, aber nicht 
durch jede Liicke und insbesondere nicht durch die in Abbildung 1 ange- 
deutete gewihrleistet werden kann; siehe hierzu auch § 4b. Im Rahmen 
der Stérungstheorie, die auf das freie Elektronengas anwendbar ist, kann } 
man kein solches Ergebnis erhalten, das einer starken Anderung der Eigen- 
schaften des Systems in der Nahe der FERMI-Flache entsprechen wirde. Man 
kann also ausgehend von dem Gasmodell und seiner ,,Korrektur durch} 
Beriicksichtigung verschiedener schwacher Stérungen keine Supraleitfahig- 
keit erhalten. Hieraus geht in Ubereinstimmung mit den Ausfiihrungen von) 
§ 1 hervor, daB die Entwicklung einer Mikrotheorie der Supraleitung auf ! 
einer grundlegenden Anderung des bisher angenommenen Elektronengas- 
modells der Metalle oder sogar auf der Annahme eines anderen Modells fiir! 
das Metall beruht2). Gegenwiartig gibt es jedoch keinerlei Erfolge im Hinbliekt 
auf eine strenge und konsequente Behandlung des Vielkérperproblems (bei-\ 
spielsweise der Elektronen im Metall), die fiir die Theorie der Supraleitung¢ 
von Interesse wiiren. Zumindest in der ersten Etappe der Entwicklung einer: 
Mikrotheorie der Supraleitung mu8 man sich also auf eine Analyse selbst der: 
rohesten Modelle des Metalls (Plasma, geladene Fliissigkeit, gekoppelt miti 
einem geladenen elastischen Kontinuum usw.) beschrinken. Auferdemy 
ware der wichtigste Fortschritt nicht die Auffindung des Energiespektrums 
der Elektronen im Metall, sondern eine hinreichend vollstaindige Aufklarung 
des Problems, was fiir ein Spektrum zur Erklirung der Eigenschaften der 
Supraleiter und des Mechanismus der Zerstérung der Supraleitfihigkeit bei 
Temperaturen oberhalb der kritischen (7 > 7) und in einem Magnetfeld Hi 
groBer als das kritische Feld H, (7) hinreichend ist. Die Bedeutung einer 
Theorie, die auf der Postulierung eines bestimmten Spektrums beruht, ergibtt 
sich aus dem Beispiel der Mikrotheorie der Superfluiditit von Helium I! 
LANDAU (1947) und LiIrscHiz (1949) entwickelten diese Theorie auf einem 


*) In den Arbeiten von BARDEEN (1950, 1951a, b) wird die Wechselwirkung der Elek) 
tronen mit den Gitterschwingungen ebenfalls mit Hilfe der Stérungstheorie behandelt!/ 
und es wird behauptet, dafi infolge dieser Wechselwirkung die effektive Masse des Elek |) 
trons in der Nahe der FreRmi-Fliche sehr klein sei. Abgeschen davon, da dieses Ergebnial 
vollig unbewiesen bleibt, wiirde selbst eine sehr kleine effektive Masse des Elektrons bev! 
EH & £, nicht zu einer Supraleitfihigkeit fithren (siehe § 3a). Eine Kritik der Arbeiten you 
BARDEEN findet sich auch in der kiirzlich erschienenen Mitteilung von ADAMS (1952). 
*) In einer Arbeit von T1sza (1950) wird der Versuch unternommen, den Grundzustanq) 
der Supraleiter als Uberlagerung von Atomwellenfunktionen darzustellen. Es ist uni) 
jedoch nicht gelungen, in dieser Arbeit irgendwelche wirklich interessanten Punkte zw! 
entdecken. Der angebliche Beweis von LUTTINGER (1950) dafiir, daB aus dem ange’|| 
nommenen Modell die Gleichung (1,2) hervorgeht, fiihrt tatsiichlich zu der Schlufi} 
folgerung, dal} diese Gleichung nur fiir Zeiten 1< 10-81/E gilt, wobei HZ die elektrisch) 
Feldstirke ist. Das bedeutet, da bei verniinftigen Werten fiir das Feld die Gleichung (1,2 | 
stets unbrauchbar ist, in krassem Widerspruch zum Experiment und zu der Behauptung 

die bei LUTTINGER ,,bewiesen wird“. 
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Wege, den man als quasimikroskopischen bezeichnen kann. Im Hinblick 
darauf und auf die unzweifelhafte Verwandtschaft der Supraleitung mit 
Jer Superfluiditét miissen wir jetzt auch auf diese etwas niher eingehen. 


4. Die quasimikroskopische Methode in der Theorie der Supraleitung 


a) Das Spektrum der ,,elementaren Anregungen‘ 
und die Theorie der Superfluiditat von Helium IT, 


‘im Gasen und festen Kérpern liBt sich die thermische Bewegung bekanntlich 
sehr eingehend und sehr allgemein behandeln, ohne da man auf die 
<onkreten Eigenschaften der gegebenen Substanz eingehen miiBte. Im Gegen- 
satz dazu ist die thermische Bewegung im Fall einer Fliissigkeit — einer 
esamtheit stark miteinander wechselwirkender Teilchen, die kein Kristall- _ 
wpitter bilden — auBerst kompliziert (denn im Gegensatz zum Festkérper 
sind die Verschiebungen der Atome nicht klein), und es gelingt nicht, sie 
waligemein zu behandeln. Bei hinreichend tiefen Temperaturen in der Nihe 
Hes absoluten Nullpunkts, wo die thermische Bewegung wenig intensiv und 
WFelativ am einfachsten ist, la&t sich im Verstindnis der Higenschaften einer 
“Hlissigkeit trotzdem einiges erreichen. Diese Erfolge beruhen auf der Vor- 
Wtellung von LANDAU (1947, 1948), LANDAU und LiFscHIz (1951) sowie 
IFSCHIZ (1949), daB jeder schwach angeregte Zustand irgendeines makro- 
skopischen Kérpers als Gesamtheit einzelner ,,Elementaranregungen“ auf- 
efaBt werden kann. Diese Anregungen entsprechen vom quantenmechanischen 
WStandpunkt aus gewissen Teilchen (oder ,,Quasiteilchen‘‘), die sich in dem 
K6rper bewegen und bestimmte Werte von Energie # und Impuls p haben. 
n einem Gas sind die ,,Elementaranregungen“ einfach die einzelnen Atome, 
wobei 

1 
~ 2m" 


Im Fall eines festen Kérpers sind die ,,Elementaranregungen® die Schall- 
Wquanten, wobei fiir den akustischen Zweig des Metallspektrums bei nicht 
vallzu hohen Impulsen gilt 


4,2) E= up; 


‘uz ist die Schallgeschwindigkeit. 

‘Piir die BorNschen (optischen) Zweige ist in erster Naherung H = hw, + ap?, 
Wobei w, die Grenzfrequenz der optischen Schwingungen und a eine Kon- 
ifstante ist’). 

'{n der Nahe des absoluten Nullpunktes sind nur noch die Helium-Isotope 
e* und He? sowie ihre Gemische fliissig. Diese Fliissigkeiten kann man als 


f sanpie sth rit 
ia ) Hier und in (4,2) ist der Einfachheit halber die Anisotropie nicht beriicksichtigt. 
| Fiir jeden Zweig sind im allgemeinen die Konstanten u, @, und @ verschieden. AuBerdem 
‘wird kein Unterschied zwischen Impuls und Quasiimpuls gemacht. 


136 W. L. GrvsBuRG 


,, Quantenfliissigkeiten“‘ bezeichnen, da nach der klassischen Theorie alle . 
Korper bei 7'—>0 fest werden sollen und das Erstarren des Heliums bei jj 
gewohnlichen Drucken auf dem Vorhandensein der Nullpunktsschwingungen jj 
beruht. Gibt man dem Begriff Fliissigkeit eine erweiterte Bedeutung, wie 
oben geschehen, so kann man auch die Leitungselektronen in einem Metall | 
(,,Elektronenflissigkeit“‘) sowie einige andere Objekte (z. B. die Gesamtheit f 
der wechselwirkenden Spins im Ferromagnetikum und Paramagnetikum, 
die ,,Spinfliissigkeit‘‘ usw.) als Flissigkeiten auffassen. Das Spektrum derf 
Quantenfliissigkeiten theoretisch abzuleiten, ist heute noch unmdglich, und | 
man kann nur auf Grund der experimentell bekannten Eigenschaften des 
fliissigen Heliums und der Metalle auf die Existenz von mindestens zwei} 
Arten von Spektren schlieBen, niimlich eines vom FERMIschen und eines vom j 
BoskEschen Typ [siehe LANDAU und LIFSCHIZ (1951), § 66—69]. : 


Das FERMI-Spektrum dhnelt dem Elektronenspektrum am Rande eines ent- 
arteten FERMI-Gases und ist dadurch gekennzeichnet, daf& die Elementar- 
anregungen paarweise auftreten und verschwinden (,,Elektron“ und ,,Loch‘). 
Sie miissen offenbar den Spin 1/2 haben und der FERMI-Statistik gehorchen.. 
Der Impuls einer der Komponenten des Paares (des ,,Elektrons‘) ist stetss 


groBer als ein bestimmter Grenzimpuls py, und es ist Z 
Pp? PB 
(4,3) a pe Po- ; 
: 
Der Impuls des ,,Loches“ ist stets kleiner als pp, seine Energie H = Po — 
2m Z } 


Hine Flissigkeit mit einem derartigen Spektrum verhilt sich wenigstens 
hinsichtlich ihrer thermodynamischen EKigenschaften (GréBe und Temperatur- ! 
abhangigkeit der spezifischen Wirme usw.) genauf 
so wie ein entartetes ideales FERMI-Gas. Da ie 
thermodynamischen Kigenschaften der Metalle it 
normalen (nichtsupraleitenden) Zustand den Higen-/ 
schaften eines solechen Gases entsprechen (Elek-: 
tronenanteil der spezifischen Wirme c) = yZ),) 
kann man vermuten, da das Spektrum der‘ 
Elektronenfliissigkeit im normalen Zustand einal 
FERMI-Spektrum ist (4,3); hiervon war auch inal 
§ 1 die Rede. Auch das Spektrum des fliissigen He) 
ist offenbar ein FERMI-Spektrum. ; 
Im Fall eines Spektrums vom Boskschen Typi) 
erscheinen und verschwinden die Elementaran-) 
regungen einzeln und gehorchen der BOSE-EIN-) 
STEIN-Statistik. Bei kleinen Impulsen, d. hj 


Abb. 2. ») . | 
oh a ee 10-8 


solange die Wellenlinge 4 = = 
(a Atomabstand), entsprechen diese Anregungen den gewohnlichen Schall 
wellen, d. h. sie sind Schallquanten, fiir die H = up ist [siehe (4 »2)]; dabei 
ist wu die Schallgeschwindigkeit in der Fliissigkeit (hier kann es cae im Gegen-)) 


3 
jeri gcm sec? 


= = 
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fatz zum Festkérper nur um longitudinale Schwingungen handeln), p ist 
er Impuls der Anregung. Die Anderung des Charakters des Spektrums 
nit VergroBerung des Impulses p lit sich nur auf Grund einer Analyse der 
xperimentellen Angaben iiber die Wirmekapazitét der betreffenden Substanz 
rschlieBen. Im Fall des Helium II, dessen Spektrum vom BosEschen Typ 
st (siehe unten), stehen die experimentellen Daten im Einklang mit dem in 
MAbbildung 2 dargestellten Spektrum nach LANDAU (1947), LrFScCHIz (1949), 
HALATNIKOW (1952). 

m thermischen Gleichgewicht haben die Elementaranregungen eine Energie, 
‘lie der Umgebung eines der Minima der Kurve der Abbildung 2 entspricht. 
jn der Umgebung des ersten Minimums, d.h. der Energie H = 0, sind die 
Anregungen, wie gesagt, Schallquanten mit H = wp. In der Nahe des zweiten 
‘}linimums, das bei p = py liegt, hat die Energie der Anregungen, der sogenann- 
en Rotonen, die Form 


4,4) B= a+ PoP 


Wach den letzten Daten von CHALATNIKOW (1952) ist 


f A =(8,9+0,2)°, py = (2,1 + 0,05) - 10-29 gem sec"!, 


(4,5) oy a 
| w= (1,72 + 0,68) 104g. 


\ 


M@Nach einer friiheren Bestimmung von LIFSCHIZ (1949) ist A = 9,6°, 
Dy = 2,06 - 10-9 und « =5-10-*. Eine so starke Anderung des Wertes yu 
Jeutet auf eine ziemlich groBe Empfindlichkeit aller Parameter 4, p) und wu 
4%egen Anderungen der die Fliissigkeit charakterisierenden GroBen (spezifische 
Warme, Dichte usw.) hin. Es ist nicht ausgeschlossen, da man spater 
“@inmal dazu gendtigt wird, noch grundlegendere Anderungen am Spektrum 
orzunehmen, beispielsweise noch ein weiteres Minimum in der Kurve E (p) 
nzunehmen. Offenbar widerspricht die Einfiihrung eines solchen weiteren 
inimums, durch die noch drei freie Parameter hinzukommen, den vorhan- 
lenen Versuchsdaten nicht (hierbei miissen natiirlich die Parameter A, 9 
‘nd yw fiir das erste Minimum abgeiindert werden). Das Spektrum in Ab- 
wbildung 2 stellt also nur die einfachste Méglichkeit dar. Indessen ist heute 
Mhoch kein Grund vorhanden, kompliziertere Spektren zu betrachten, da 
wlieses Spektrum von Anfang an einfach zur Erklirung der Versuchsdaten 
Mewaihlt wurde und hierzu vdllig ausreicht [dies gilt jedoch nicht fiir mégliche 
if banderungen des Spektrums, die vom Standpunkt der Berechnung der 
hermodynamischen EHigenschaften von Helium II in gréReren Volumina 
/anbedeutend, aber wesentlich zur Erklirung der kritischen Geschwindig- 
»<eiten und der Higenschaften diinner Schichten von Helium II sind; siehe 
GINSBURG (1949) und weiter unten]. 
“Kennt man die Abhingigkeit der Anregungsenergie von ihrem Impuls H (p); 
»so kann man siimtliche thermodynamisch charakteristischen GroBen der Sub- 
»stanz berechnen. Die Schallquanten gehorchen der BOSE-EINSTEIN-Statistik 
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und ihre Anzahl Ng,n, ihre freie Energie F'scn und ihre Energie Egcn, bezo ge . 
auf die Volumeneinheit, betragen 


(eer ist das Volumenelement im p-Raum, dQ das Raumwinkelelemen t| 


1 i pPdpdQ — wW(kT)*® 
Nea = expe | euPikkT__] 90 AB u3 ” 
1 “up dpdQ ‘ 
Esch = | a = —3F sen = 3&TN5en, 
e (27h)? | eup/eT__] : 
(4,6) seh 
Esch = ore | 2 In (1 — ea eae) pdpdQ = 
; ac? (ke T’)4* 
| i cr 
’ 
Hieraus folgt fiir die Entropie S und die Warmekapazitit c: : 


OF  27°AT? OS ~ 229 TF 


(4,7) Ssh = Aa = “45 Bus? Csch = aT =e ‘edie 


, 
4 
Diese Ausdriicke stimmen selbstverstindlich im wesentlichen mit den Aus 
besteht lediglich in der Notwendigkeit, im Festkérper drei akustische Zweigey 
zu beriicksichtigen. 


Die Rotonen gehorchen ebenfalls der BOSE-Statistik, da sie im gleichen: 


Temperaturbereich ist jedoch AS k7, und man kann deshalb fir 
Rotonen einfach die klassische Statistik benutzen: 


2(UkT) pang 
"ark. 


Nia agisgee te B/kT 9p? 
(4,8) VRot ozin | eile ha aaa 


Fost = kT Nrot, 


wobei bei den Berechnungen der Ausdruck (4,4) benutzt wurde [siehe Lirscaay 
(1949), wo sich alle GréBen auf die Masseneinheit beziehen]. 
Wie bereits erwiihnt, stehen die gewonnenen Ausdriicke fiir F = Fg.) + Frew 
und die anderen abgeleiteten GroBen in voller Ubereinstimmung mit demi 
Experiment, fast bis zum A-Punkt (7, = 2,19°), wo das Helin II infolgew 
eines Phaseniibergangs zweiter Ordnung in Helium I iibergeht. Bei Annihe- 
rung an den A-Ptu ankt steigt die Anzahl der Anregungen (Schallquanten und; 
Rotonen) im Helium IT so stark an, daf§ man sie nicht mehr als ideales Gasi 
betrachten kann. Deshalb lassen sich die Eigenschaften des Helium IT inp 
unmittelbarer Umgebung des 4-Punktes und die Eigenschaften des Helium I) 
in seinem ganzen Existenzgebiet nicht mehr theoretisch ableiten, selbst) 
wenn eine bestimmte Abhingigkeit FH (p) vorgegeben ist. Dasselbe gilt fiir) 
alle anderen Fliissigkeiten auBer He? und einem Gemisch von He* und He,’ 
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y)da diese nur bei ,,hohen‘* Temperaturen existieren, die gréBer sind als einige 
Grade (der fliissige Wasserstoff z. B. verfestigt sich bei 14°). 

WHelium I ist bekanntlich superfluid. Die Erscheinung der Superfluiditiit, 
fdie KapitzA im Jahre 1938 entdeckte, tritt vor allem darin in Erscheinung, 
idaB das Helium II ohne jede Reibung durch enge Kapillaren und Spalten 


list, dagegen bei 7’, gleich Null ist)!). Da die Heliumatome an der Wand 
haften, beruht die Méglichkeit einer superfluiden Strémung, bei der sich die 
‘superfluide Fliissigkeit in einem Spalt mit der konstanten Geschwindigkeit », 
fbewegt, auf der Ausbildung eines tangentialen Sprunges der Geschwindig- 
<eit an der Wand. Die Art dieser Unstetigkeit ist noch gar nicht untersucht 
orden; ihre Breite ist offenbar von atomaren Dimensionen und jedenfalls 
icht gréBer als 10-§ em, da man schon in Schichten von einer Dicke von 
stwa 3 -10-® cm eine Superfluiditat beobachtet. 
‘Hiner der Haupterfolge der Theorie der Superfluiditiit von LANDAU (1947) 
md LIFSCHIZ (1949) ist die Aufkliirung der Stabilititsbedingungen dieses 


ehwindigkeit v bewegt (wir betrachten den Fall 7 = 0), betragt die Energie 
iner auftretenden Anregung, wie aus den mechanischen Formeln fiir die 
®ransformation der Energie beim Ubergang zu einem anderen Bezugssystem 


let. 
4,9) BE’ =E(p) +p», 


wobei EF und p Energie und Impuls der Anregung in einem mit der Fliissig- 
eit verbundenen Koordinatensystem sind. Damit das Auftreten einer An- 
Wegung einer Bremsung der Fliissigkeit entspricht, muB HZ’ < 0 sein. Hieraus 


sir ein System mit einem FERMI-Spektrum (4,3), fiir das die Differenz 
= — p* verschwinden kann. Im Fall des in Abbildung 2 dargestellten Spek- 
‘tums ist dagegen eine Superfluiditét médglich, da fiir die Schallquanten 
4 (p)/p = u = 2,35 - 104 cm/sec und im Fall der Rotonen 


. gee ee A 

, 10a) =| ~~ —(VY2uA + pe — pH) — ® 6 - 108 cm/sec 

i Pp min be Po 

) Wir haben hier nicht die Absicht, eine Ubersicht tiber die Theorie der Superfluiditit 
“) geben [siehe Lirscuiz (1949)], sondern gehen hier nur kurz auf die fiir das Folgende 
Jesentlichen Hauptpunkte ein. 
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ist. Die experimentell beobachtbare Superfluiditaét von Helium II zwi 
dazu, fiir das Spektrum dieser Fliissigkeit den BosEschen Typ anzunehmen. 
Nach (4,10) mu8 die Superfluiditit des Heliums II bei einer gegeniiber 

Wand kritischen Geschwindigkeit v, = [E (p)/p|min zusammenbrechen, i 
Fall des Spektrums der Abbildung 2 also bei Ve ~ 6- 10% cm/sec. T 
sichlich sind jedoch die Werte v, manchmal um GréSenordnungen klei 
und haingen von der Breite d des Spaltes ab. Zuverlassige Messungen 
kritischen Geschwindigkeit sind noch nicht vorhanden, die vorhandenen | 
jedoch stehen mit einer Beziehung v, ~ (10-%/d) cm/sec offenbar im Ein-} 
klang. > | 
Wird der niedrige Wert von vw, nicht durch irgendwelche Begleitumstande 
hervorgerufen, so handelt es sich hier um eine klare Diskrepanz zwischen | 
Theorie und Experiment. Aus den Angaben iiber v, kann man anscheinend{ 


E Ph) 


folgern, da im Helium II Anregungen mit einem Wert (= 


sind, der wesentlich kleiner ist als der fiir die Schallquanten und Rotonent 
und zudem von der Breite d der Liicke abhaingt. AuBerdem miissen die neuen) 
Anregungen einen sehr geringen Beitrag zur spezifischen Wiirme liefern, da 
das Schallquanten-Rotonen-Spektrum des Heliums IT zu experimentell iiber- 
einstimmenden Werten der spezifischen Wirme c =Cgch + Crot fiihrt. Eine 
Méglichkeit, diesen Forderungen zu geniigen, besteht in der Annahme voni 
GINSBURG (1949), da diese zusiitzlichen Anregungen ein Oberflacheneffekts 
des Heliums sind (ahnlich den RAYLEIGHschen Wellen im Festkérper oder 
den Kapillarwellen auf der freien Oberfliche einer Fliissigkeit). In diesem« 
Fall ist ihr Beitrag zur spezifischen Wiarme groBer Volumina von Helium Til 
unbedeutend. Diese Anregungen treten auf, wenn die Geschwindigkeit des 
Heliums gréBer wird als die kritische Geschwindigkeit v, fiir diese An4 
regungen, und dadurch wird Superfluiditiét verhindert. Die Abhingigkeit dem 
GréBe v, von d laBt sich dabei auf Quantenerscheinungen zuriickfiihren. Trl 
der Tat: nehmen wir beispielsweise an, die Anregung verhalte sich wie eit 
freies Teilchen, d. h. ihre HAMILTON-Funktion sei von der Form H = p?/2yj 
In einem Spalt mit der Breite d ergibt sich unter der Annahme, daf diel 


px 2 2 

y-Funktion der Anregung an der Wand verschwinde, H = & = ae a oo 
a ee i = { 

+ 5 a wobei die z-Achse senkrecht zum Spalt orientiert ist und die Bei 


i 
Y 


| 


wegung in y-Richtung erfolgt (der Impuls p, ist offenbar stetig). In diesenr 
Fall ist, wie man leicht sieht (my. Masse des Heliumatoms) : 


Py ay awh 5,0 - 10-4 
(4,11) Y= . —~ +. - | = —= — cm/sec, 
: 24° 2ud*p,|mn wa (u/mge)a * | 


Nach Formel (4,11) kann man den experimentellen Daten fiir ju a my, 
natiirlich keinen besonderen Wert beimessen, und zwar sowohl wegen del 
ungentigenden Zuverlissigkeit dieser Daten als auch deshalb, weil unser 
Voraussetzung tiber die Art der Anregungen in keiner Weise ihre Oberflicher 
natur notwendig macht (siehe oben). Aus dem angefiihrten Beispiel wir/t 
aber klar, daB die Quanteneffekte fiir die Aufklarung des Problems dd 
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itischen Geschwindigkeit wesentlich sein kénnen. Die Liésung dieses Pro- 
lems und allgemein ein weiterer wesentlicher Fortschritt in der Erforschung 
‘es Heliums II sind unméglich ohne eine eingehende experimentelle Unter- 
hehung der kritischen Geschwindigkeiten selbst wie auch des Verhaltens 
inner Schichten von Helium I. Das ergibt sich daraus, daB, falls es irgend- 
elche Oberflichenanregungen im Helium II gibt, dies zu einer Differenz 
wischen der spezifischen Wiirme diinner Schichten und derjenigen gré8erer 
Golumina von Helium IT fiihren muB!). Das gleiche gilt fiir das Verhaltnis 
(1)/o (siehe weiter unten). Wie bereits erwihnt, ist auch das Problem der 
truktur des Geschwindigkeitssprunges des Heliums II an der Wand noch 
unz unerforscht. 
/ir weisen darauf hin, daB die weitverbreitete Ansicht, es gebe eine Super- 
iditit beim idealen Gas, zumindest unexakt ist. Tatsiichlich ist im Fall 
nes Spektrums EH = p?/2m die kritische Geschwindigkeit nur dann gleich 
ull, wenn der Impuls p alle Werte annehmen kann, d. h. ungequantelt ist. 
of einem begrenzten Volumen — man kann von einer Superfluiditaét nur beim 
wforhandensein von Wanden reden — ist der Impuls (genauer das Quadrat 
ner Impulskomponente) gequantelt. Daher 1iBt sich die Frage nach der 
perfluiditaét eines idealen Gases nicht ohne weiteres beantworten. Man 
eht jedoch leicht ein, da bei der Bewegung eines Gases in einem Spalt 
eine Superfluiditat vorliegt, da der Impuls py, in Richtung der Geschwindig- 
ait stetig ist und seine Anderung beliebig klein sein kann?). 
“nders liegen die Dinge im Fall eines Gases, das sich in einem zylindrischen 
HefaB (Linge L, Radius R) befindet. Bei einer Drehung des GefaiBes um seine 
chse mit nicht allzu groBer Winkelgeschwindigkeit 2 wird das Gas vom 
efiB nicht mitgenommen, d. h. es ist superfluid (bei Z7’=0O verhalt sich 
as Helium II genauso: es bleibt bei einer Drehung des GefaBes vollig in 
uhe). Zum Beweis dieser Behauptung gehen wir genauso vor wie bei der Be- 
andlung des Problems der Mitfiihrung der Anregungen durch das gedrehte 
efaB in der Theorie der Superfluiditiit von LANDAU (1947) und LIFSCHIZ 
949). In einem Bezugssystem, das sich mit dem Gefai dreht, sind die 


FREDERIKSE (1949) hat sich mit der Messung der spezifischen Wirme diinner Schichten 
_bfaBt. Die spezifische Wairme ergab sich in diesem Fall als wesentlich verschieden von 
‘prjenigen ,,massiven‘‘ Heliums. Es sind jedoch Messungen in einem gréBeren Temperatur- 
ervall und unter verschiedenen Bedingungen erforderlich (wir weisen darauf hin, dal} 
sim Vorhandensein freier Oberflichen des Heliums II der Beitrag der Kapillarwellen 
“ir spezifischen Wirme beriicksichtigt werden mul). 

In dem oben angefiihrten Beispiel einer Anregung mit H = p*/2 wurden diese An- 
“|gungen erst erzeugt, und folglich ist H + 0. Im Fall eines Teilchengases dagegen andern 
f e Teilchen nur ihren Bewegungszustand, und man hat deshalb eigentlich als Anregung 
le Differenz E — HE, zu betrachten, wobei Hy die Energie im Ausgangszustand ist. Fiir 
j 


+ 


/nen Spalt, in dem sich das Gas mit der Geschwindigkeit vy = pou bewegt, gilt Hy) = 


me hh pry mr f2 Py : Le meer ; 
"a eed Bt fot 8 Or 7 — HB ke sliebig kle 
or und # > ma Ags und die Differenz # — H) kann beliebig klein 
in, d.h. es ist auch A) = 0, wobei 4, = |p —Pp| ist. Dabei ist dp 0 
A p min 
%i H— FE, —> 0, wenn der Impuls ~, obwohl er der GréBe nach nahezu gleich py bleibt, 
ine Richtung stark andert, beispielsweise wenn py © — Py ist. 


t 
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auBeren Bedingungen, unter denen das Gas steht, stationar; im Gleichgewich 
mu8 eine Gippssche Verteilung vorliegen, dagegen ist im Fall eines ide 


BoseE-Gases die Verteilung GER? |”? wobei ’ die Energie eines Teilchen ; 
z i 


dem gedrehten Bezugsystem ist; sie betrigt H’ = H —M Q (£ ist die Ene 
im ruhenden Systein, 3% das Drehmoment des Teilchens und {2 die Win 
geschwindigkeit des GefiBes). Das Drehmoment des gesamten Gases is 
(dV Volumenelement, d 2’ Raumwinkelelement) : 
an 1 M p2dpdQ’dv : ; 


is (22 h)> | e(E—M2) /kT __ i 


Die Energieterme im Gefif werden gegeben durch den Ausdruck (3,17) 
Bei 7 = 0 befinden sich alle Teilchen des idealen BOSE-Gases in dem tiefster 
(2.4048)? a2 - : 
_— (der Einfachheit halber nehmer 
2 eh 
wir die Linge L des GefiBes als sehr gro8 an) und dem Drehmoment M, = 
= mh =0. Bei einer Drehung des GefiiBes kann fiir 77—>0 das Moment) 
nur dann wachsen, wenn die Energie EL —IN Q fiir einen der (bei Q =0 
héchsten Terme den Term £,,, erreicht. Fiir den dem Term Ey, nachstes 
(3,8317)2 #2 
PTS 1% 


Zustand mit der Energie Lo; = 


Wer 2) ay ae mit dem Moment M, = h ist die Gleichung 


8,9 h 45h GC. Pale 
4,12 O,ee ees SOR = = sec; 
‘2 R Poiernee UR (ume) R aaa 


das steht, abgesehen von dem Zahlenkoeffizienten, in Ubereinstimmun, 
mit (4,11). 

Bei 2 > Q, beginnt die Neuverteilung der Teilchen iiber die Terme, une 
das Moment $% wiichst, bei Q < Q, jedoch werden die Teilchen von der 
gedrehten Gefai® nicht mitgenommen, ebenso wie im Fall des Heliums I. 
Auch ein FERMI-Gas in einem Gefif ist superfluid; in diesem Fall jedoek 
ist bei nicht allzu groBen Dichten der Termabstand gering und der Wert & 
verschwindend klein. Die Dinge liegen hier ganz entsprechend wie hinsichti 
lich der ,,Supraleitfihigkeit’’ idealer BOSE- und FERMI-Gase, von der in §3 
die Rede war. Das ist auch plausibel, denn bei Vernachlissigung von Gliederz 
mit H? verhalt sich ein System in einem Magnetfeld H genauso wie in einer 
GefiB, das mit der LARMOR-Kreisfrequenz 2 = w, = eH/2 mc rotiert. 

Da ein ideales Gas bei seiner Bewegung durch einen Spalt nicht superfluid 
ist (siehe oben), ist offenbar die Beriicksichtigung der Wechselwirkung zwisches 
den Atomen zur Erkliirung der Superfluiditét von Helium II erforderlich. 
Die interatomare Wechselwirkung im Helium — wie in jeder Fliissigkeit — isi 
sehr stark, und heutzutage ist keine Méglichkeit zu einer strengen Analys: 
des Problems der Anregungsspektren der Fliissigkeiten zu sehen, Somit isi 
die Behandlung des Anregungsspektrums eines nichtidealen Gases zumindes! 
vom methodischen Standpunkt éuBerst wichtig. Die strenge Lésung diese: 


t 


Problems ist jedoch recht schwierig. Die einzige ernst zu nehmende streng! 
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ntersuchung auf diesem Gebiet ist offenbar die Arbeit von BoGoLJUBOW 
9947), der das Spektrum eines BosE-Gases mit schwacher Wechselwirkung 
ehandelt. Hierbei kann unter Benutzung einer bestimmten Methode der 
drungsrechnung gezeigt werden, daB bei kleinen Anregungen das Spektrum 
»s Systems einer Gesamtheit elementarer Anregungen entspricht, fiir die 


E=/uip? + (p?/2 m)? 


(uw ist die Schallgeschwindigkeit in dem betrachteten Gas). 

ir kleine p geht (4,13) in (4,2) tiber, fiir groBe pin (4,1), d.h. die Anregungen 
yprhalten sich wie freie Teilchen, was fiir hohe Impulse ganz natiirlich ist. 
#as Spektrum (4.13) geniigt offenbar der Stabilititsbedingung fiir das super- 
aide Strémen. Jedoch ist diese SchluBfolgerung in Hinsicht auf ein BOSE-Gas 
jit einer schwachen Wechselwirkung, die nach BoGOLJUBOW (1947) einer 


e Anregungen vom Typ (4,13) alle méglichen erschépfen. Sind dagegen 
System noch andere Anregungen moglich, so kann man ohne Kenntnis 
es Spektrums nicht behaupten, das Gas sei superfluid. Nun wird von 
JOGOLJUBOW zwar gezeigt, daB es Anregungen (4,13) gibt; es wird jedoch, 
» weit wir sehen kénnen, nicht bewiesen, da es keine anderen Anregungen 
ben kann. Mit Hilfe der Methoden der Stérungsrechnung dieses Problem 
@ losen, ist sehr schwierig, wenn nicht gar unméglich. AuBerdem berechtigen 
e vorliegenden Ergebnisse von KLIMONTOWITSCH und SILIN (1952) zu 
far Annahme, daB das Spektrum (4,13) nicht siimtliche Anregungen eines 
4OSE-Gases umfaBt. Die Sache liegt so, dal von KLIMONTOWITSCH und 
VALIN das Spektrum (4,13) aus der quantentheoretischen kinetischen Glei- 


b 
ao dem Schlu8 gelangen, daB die Bedingungen fir die Superfluiditat fiir eine 
oBe Klasse von Systemen erfiillt sind, unter anderem auch fiir ein FERMI-Gas, 
9m gewohnliches Elektronenplasma und eigentlich tiberhaupt fiir alle realen 
ine solche SchluBfolgerung 1é8t sich experimentell nicht widerlegen, da 
2i Temperaturen, die so niedrig sind, da man von einem Gas von elemen- 
xen Anregungen sprechen kann, die betrachteten Systeme nicht existieren 
)nnen und somit iiber die Méglichkeit ihrer Superfluiditit nicht entschieden 
erden kann. Jedoch ist der SchluB auf die Superfluiditat realer Gase zweifel- 
uft und kann nicht als bewiesen angesehen werden (selbst abgesehen von 


b Nach KiimontowitscH und Sirin und in weiteren Rechnungen von SILIN sowie 
‘ch Boum und Pines (1951) ist in einem geladenen FERMI-Gas und im klassischen Plasma 


& E (p) 
*ei geniigend groBen Impulsen v, = re , == 0, denn’ ber p = nk —> 0 geht die 
min — 
4me?n ; 
“nergie HZ nicht gegen Null, sondern gegen hk), wobei = |) ——— die Eigenfrequenz 


m 


Vittelwert der Wechselwirkungsenergie zwischen zwei beliebigen Teilchen positiv ist 
/7orwiegen der AbstoBungskrifte). 


i 
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der unzulissigen Vernachlissigung der Rolle der Wande), weil die Meth 
des self consistent field im allgemeinen nur einen Teil der Anregungen 
Systems liefert. Es wire also méglich, daB es in den betrachteten Systement 
in Wirklichkeit auch Anregungen mit v, = 0 gibt. Wenn das so ist, so fiihri 
die Ubereinstimmung des von BoGoLjuBow (1947) erhaltenen Spektr 
mit dem ,,self consistent’’ Spektrum nach KLIMONTOWITSCH und SILIN} 
(1952) auf den Gedanken, dai das von BOGOLJUBOW gewonnene Spektrum 
unvollstindig sei, obwohl es auch méglich ist, daB die Methode des self con- 
sistent field im Fall des BosE-Gases genauer ist als in anderen Fallen. — 
Das Problem der Superfluiditit realer Gase bedarf also offenbar einer weiteren 
Untersuchung, bei der man hauptsachlich auch auf die Beriicksichtigung des} 
Einflusses der Winde achten mu8, denn die Erérterung des Problems der} 
Superfluiditit fiir ein unbegrenztes Medium ist streng genommen sinnlos. 
Wir wenden uns nun wieder dem Helium II zu und behandeln die Bewegung 
dieser Fliissigkeit bei 7’++ 0. In diesem Fall gibt es im Helium Anregungen,] 
die im Gleichgewichtszustand im Mittel gegeniiber den Wanden ruhen, d.h. 
von der bewegten Fliissigkeit nicht mitgenommen werden. Dies folgt daraus 
da die Anregungen mit der Wand in Wechselwirkung stehen und ihre 
Relativbewegung bremsen, ihnlich wie im Fall eines Gases, das durch eini 
Rohr strémt. Man kann sich tiberlegen, dais ein bestimmter Teil der Masses 
der Fliissigkeit mit diesen Anregungen verbunden ist. Tatsiachlich hat diei 
Verteilungsfunktion fiir die Anregungen in einem mit den Wanden verbun- 
denen System, in dem die duBeren Bedingungen stationar sind, die iiblicha 
Form n (#’) = (e®/K7— 1)4, wobei EL’ = E + ppb ist und » die Strémungs4 
geschwindigkeit des Heliums gegeniiber den Wiinden. In einem mit der Fliissig- 
keit verbundenen Bezugsystem haben die Anregungen den Impuls p und 


bewegen sich im ganzen mit der Geschwindigkeit —». Der Impuls des 
Gases der Anregungen betragthierbei $= / pn [LE (p) + pv] aa Im Fal 
J 22 
der Schallquanten mit H (p) = wp, ist Bsn—= — Ons n¥, wobei ; 
4 Een fy fe (k 74 
4,14 th Se ee antec ee 
el) On Sch 3 ut (1— var? 88 30 Sas 


ist. Hierbei ist @, sch die Dichte der Fliissigkeit, die auf den Schallquanter 
beruht. Die Gesamtdichte des ,normalen Anteils‘‘ des Heliums II ist On=4 
= On Sch + @n Rot, WObei wir den Rotonenanteil der Dichte 0, Rot nicht berechner 
[siehe LirscHiz (1949) oder CHALATNIKOW (1952)]. Da die kritische Ge 
schwindigkeit v, < w ist, kann man im Helium II praktisch stets den Ausdrucl! 
(4,14) mit v = 0 verwenden (die Geschwindigkeit v in (4,14) ist die Geschwinwl) 
digkeit v, des superfluiden Anteils der Fliissigkeit, wobei der normale Antei 
als ruhend angenommen wird; im allgemeinsten Fall ist in (4, 14) v = vs — Vy) 
wobei v, die Geschwindigkeit des normalen Anteils der Fliissigkeit ist). Di)! 
Dichten @, und @,=@—o, sind temperaturabhingig [siehe (4,14)]. Fit 
T= (0 ist 0, = 0, und fir 7 = 7, ist On = e, WO ce die Dichte des Heliums I! 
ist. 
Auf Grund dessen kann man das Helium II als ein Gemisch zweier Flissig’ 
keiten (der superfluiden und der normalen) auffassen, denen die Dichteld 


i 
t 
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bzw. oe, und die Geschwindigkeiten », bzw. ¥, zukommen. Eine Impuls- 
ertragung zwischen den beiden Anteilen der Fliissigkeit ist nicht vorhanden. 
an darf aber nicht vergessen, dafi die Vorstellung zweier Fliissigkeiten (das 
weifliissigkeiten-Modell) nicht buchstiiblich verstanden werden darf, sondern 
ur gewisse Ziige der tatsiichlich vorliegenden eigenartigen Situation wieder- 
eben soll. 

jiner der wesentlichen Erfolge der LANDAuUschen Theorie der Superfluiditit, 
enn nicht der wesentlichste iiberhaupt, ist die Aufstellung makroskopischer 
iydrodynamischer) Gleichungen fiir die beiden ,,Fliissigkeiten“’, aus denen 
Yas Helium IT ,,besteht“. 
‘Pie Bewegung des superfluiden Anteils des Heliums II ist wirbelfrei: 


,15) rotp, = 0; 


Tie Bewegungsgleichung fiir », lautet nach LANDAU (1947) und LirscHiz 
949) : 


dv; OS ene 

{ —S>= a re d eis ow) OB 2 

, 16) at gra F = is 5) Jo vs 

' EE ae ‘ So 
srobei— ie das thermodynamische Potential der Masseneinheit des 


Sense @ 
henden Helium II, p der Druck und F’/o die freie Energie der Masseneinheit 
nd, und wobei ferner beriicksichtigt ist, daB unter der Bedingung (4, 15) gilt: 
U3 


+ grad —. 


, 15a) = 3 
tir die zur Oberflache tangentiale Komponente von »,; bestehen keine Be- 
‘ingungen. Die zur Oberfliche senkrechte Komponente von », muB gleich 
ull sein, sofern an der Oberflache keine Umwandlung des superfluiden An- 
eils der Fliissigkeit in den normalen erfolgt, wie bei Vorhandensein eines 
armestroms durch eine Wand. 

eben den Gleichungen (4,15) und (4,16) und der trivialen Beziehung 
1 =0; + On, wobei 0 die Gesamtdichte des Heliums II ist, mu8 natiirlich 

och die Kontinuitatsgleichung gelten: 


do 
at 


sei Vernachlissigung der Viskositit des normalen Anteils der Fliissigkeit 
‘Yehéren zu dem Gesamtsystem der Bewegungsgleichungen des Heliums II 


+ divj =0, j = 0sVs + OnVn.- 


04; wo): 
4,18) i cae im LT, = P0ix + OsVsitsn + OnUniPnes 
= + div (Sv,) =0, 


“zobei S die Entropie der Volumeneinheit des Heliums II ist. Vernachlissigt 
nan die Kompressibilitét, so 1aBt sich nach Lirscniz (1949) die Gleichung 
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(4,18) stark vereinfachen. In Abwesenheit eines Wiirmeaustausches mit dae 
Wand ist an dieser », = 0. Hine Beriicksichtigung der Viskositaét und der > 
Warmeleitfihigkeit fiihrt zum Auftreten einiger Zusatzglieder in (4, 18) sowie 
auf der rechten Seite von (4,16) [siehe LIFSCHIZ (1949), ae 7 
1952 

ne cee der Superfluiditat des Heliums II, das aus einem quasi 
skopischen Anteil, fiir den ein bestimmtes Spektrum angenommen wird, 
und einem makroskopischen (hydrodynamischen) Anteil besteht, fiihrte zu 
einem Verstindnis des gesamten Erscheinungskomplexes fiir Geschwindig- 
keiten, die kleiner sind als die kritische. 


b) Das Anregungsspektrum einer Elektronenflissigkeit in einem Metall 
und die Supraleitfahigkeit 


Die quasimikroskopische Methode, die im vorigen Abschnitt in Anwendung, 
auf das Helium II entwickelt wurde, 1aBt sich zwanglos auf die Supraleitung¢ 
iibertragen. Hierzu besteht um so mehr Anlaf8, als die Erscheinungen der) 
Superfluiditét und der Supraleitung eng verwandt sind. In beiden Falleni 
ist keine Reibung (kein Widerstand) fiir eine Bewegung bestimmter Art vor-» 
handen, nimlich fiir das superfluide Strémen bzw. den Supraleitungsstrom.1! 
In beiden Fallen beobachtet man unter bestimmten Bedingungen eine; 
Koexistenz von reibungsfreien Strémungen mit ,normalen“, der normaleny 
Strémung in Helium IT und dem normalen Strom in Supraleitern. AuBerdem= 
sind die Gleichungen, die den Supraleitungsstrom j, bestimmen, in schwachene 
Feldern véllig analog den Gleichungen (4,15) und (4,16) fiir die Geschwindig+ 
keit », des superfluiden Anteils des Heliums II. Vom Standpunkt dieser: 
Gleichungen besteht eigentlich der ganze Unterschied zum Fall der Supra 
leitung darin, daB die Elektronen, flissigkeit®‘ hier geladen ist. 
In der Tat hat. die Grundgleichung fiir den Supraleitungsstrom (1,1), wennt 
man js = en,d setzt, die Form: 


(4, 19) roby ac egy 
me 


und geht fiir e = silee in (4, 15) does Diew amelie Bedingung “fir - die cla 
(1,2), ist ihrerseits analog (4,16). 
Die Bewegung der ,normalen‘‘ Elektronen im Supraleiter ist ebenfalls imi 
wesentlichen analog der des normalen Anteils des Heliums IJ. Der einziga) 
Unterschied besteht darin, da im Fall des Metalls die Reibungskriifte be-) 
deutend starker ausgeprigt sind. Das liegt grob gesagt daran, daB das Heliunr 
hauptsichlich seitens der Winde eine Reibung erfihrt, daB dagegen die 
normalen Elektronen infolge ihrer Wechselwir kung mit dem Gitter im ganzer | 
Volumen gebremst werden. Man kann also fiir den normalen Strom bei der: 
Prequenzen des elektromagnetischen Feldes, bei denen man noch eine sul 


— 


leitfihigkeit beobachtet, die Tragheit der Flektronen vernachliissigen und 
abgesehen von dem anomalen Skineffekt, das OHMsche Gesetz “jn =i] 
benutzen. Die Bewegungsgleichung (4,18) fiir », wiirde bei Beriicksichtigung| 
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ner starken Viskositiit ebenfalls in die analoge Beziehung iibergehen, niim- 
‘ich in die Proportionalitét zwischen », und dem Druckgradienten (Pot- 
PEUILLEsche Strémung). 

fan kann also ohne Ubertreibung sagen, daB die Supraleitung eine 
®uperfluiditat der Elektronenfliissigkeit im Metall ist [siehe 
*PINSBURG (1946a) § 25]. 

‘Pas bedeutet natiirlich nicht, da sich der Begriff der Geschwindigkeit 
+} =i;/ens in unbeschriinktem Umfange oder auch nur in gleichem Umfang 
ynwenden 1laBt wie der Begriff der Geschwindigkeit des superfluiden Anteils 
es Heliums Il. Auf Grund des Gesagten ist aber klar, daB das hydro- 
ynamische Bild der Bewegung der Elektronenfliissigkeit fiir nicht allzu 
ichnelle und nicht allzu kurzwellige Bewegungen, fiir die die Gleichungen 


fer Elektronenfliissigkeit kann man annehmen, da fiir sie die hydro- 
ynamische Methode anwendbar ist, solange AS>a ~ 10-8 ist, wobei A = 2 wh/p 
ie Wellenlinge der Anregung ist. 
sbehen wir nun zum Problem der Méglichkeit einer Supraleitfihigkeit unter 
em Gesichtspunkt der Art des Anregungsspektrums, d.h. der Art der Funk- 
fion E (p) tiber, wobei E die Energie, » der Impuls der Anregung sind, so 
“#6nnen wir ebenso wie beim Helium II feststellen, daB eine Supraleitung nur 
églich ist, wenn [siehe (4,10)] gilt: 


EB ; 
Pp min 


» 3, die auf ganz andere Weise erhalten wurden. In der Tat: liegt ein gewohn- 
ches FERMI-Spektrum (4,3) vor, so ist v, gleich Null und eine Supraleitung 
‘inméglich. Eine Beriicksichtigung der Wechselwirkung mit dem Gitter, die 
thicht zu einer Liicke im Spektrum an der FERMI-Grenze fiihrt, sondern nur 
fu den in Abbildung 1 angedeuteten Verinderungen, kann ebenfalls keine 
Supraleitfaihigkeit mit sich bringen, da auch in diesem Fall », = 0 ist. SchlieB- 
‘ich hat eine energetische Liicke an der FERMI-Grenze wirklich zur Folge, 
laBo v,~ A/py)> 0 ist. Alle diese SchluBfolgerungen erhielten wir auch 
n §3. 
Man kann leicht ein Anregungsspektrum der Elektronenflissigkeit angeben, 
flas der Bedingung fiir das Vorhandensein einer Supraleitfahigkeit (4,20) 
sintspricht und zu einem mit dem Experiment iibereinstimmenden Ausdruck 
»iir die spezifische Wirme und andere thermodynamische GroéBen im supra- 
Yeitenden Zustand fiihrt. Unten werden wir sogar zwei solcher Spektren 
‘Tngeben. 
i'm Fall der Supraleitung kann man sich jedoch im Unterschied zur Super- 
Yhuiditit des Heliums II nicht auf die angefiihrten Forderungen an das Spek- 
rum beschrinken. Das liegt daran, da im Helium II bei Annaherung an 
en A-Punkt die Anzahl der Anregungen stark zunimmt, so daB sie aufhéren 
)sin Gas zu bilden und man in der Niihe von 7, auf die Beschreibung von 
“inzelheiten der thermischen Bewegung im Helium II verzichten muf (fiir 
Helium I in seinem ganzen Existenzbereich). Dagegen befindet sich ein 
0 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik‘ 
i] 
| 


| 
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supraleitendes Metall bei H =0 und 7’ > 1’, oder bei beliebiger Tempera 
und H> H, (7) (H;, ist das kritische Feld, 7), die kritische Temperatur 
H = 0) im normalen Zustand, fiir den in weiten Grenzen das FERMI- -Spekt 
(4,3) gilt, und somit kein Grund vorliegt, auf die Beschreibung der thermisch 
Bewegung zu verzichten. Man hat also zu erklaren, wie das ,,Supraleitung 
Spektrum in das normale tibergeht. 

Der Ubergang vom supraleitenden in den normalen Zustand mu8 so 
schaffen sein, daf eine stetige Anderung der elektrischen und Warmel 
fihigkeit gewihrleistet ist (im supraleitenden Zustand handelt es sich natii 
lich um die ,,normale Leitfaihigkeit). AuBerdem muB die Theorie irgend 
dem Vorhandensein des Isotopie-Effekts Rechnung tragen, ferner der 
waltigen Dielektrizitaétskonstanten im supraleitenden Zustand und schli 
lich der Tatsache, daB die Supraleitfahigkeit keine allgemeine Erscheinun 
ist, nicht bei allen Metallen auftritt; oder sie muB sogar alle diese Tatsacheni 
erklaren. Diese Forderungen fiihren ‘dazu, daB selbst der Aufbau einer quasi-i 
mikroskopischen Theorie der Supraleitung auf bedeutend gréBere Schwierig-3 
keiten st6Bt als im Fall des Heliums II. Dieses Problem konnte bisher noe 
nicht gelést werden. Wir miissen uns also auf eine Reihe von Bemerkungeni 
beschranken, durch die die Umrisse der quasimikroskopischen Theorie o 
Supraleitung etwas deutlicher abgezeichnet werden. 
Das einfachste Spektrum, das der Bedingung (4,20) geniigt und zur richtig 
Temperaturabhangigkeit der spezifischen Warme im supraleitenden Zustand 
fiihrt, erhalt man durch Anbringung einer Liicke im FERMI-Spektrum (4,3)./ 
Es ergibt sich also das Spektrum [GINSBURG (1946b)]: 


f B.S>kT, p< Po, ; 

Ce era gee 
(4,21) ‘ 

| H,>kT, P> Po; 


E+ =A+ ES: — as p< DP, 


wobei #_ die Energie einer negativ geladenen Anregung (eines ,,Elektrons““) 
und #, die Energie eines positiven ,,Loches™ ist. . 
Fiir A =0 geht (4,21) in das FERMI-Spektrum iiber (siehe (4,3)]. Das Spek) 
trum (4,21) ist buchstiéblich verstanden jedoch unzuliissig, wie aus der Be) 
handlung des Verhaltens der Anregungen in einem elektrischen Feld © hervom 
geht. Unter Kinwirkung des Feldes muB sich der Impuls etwa eines ,,Elele 
trons‘, auf das die Kraft } = e€ wirkt (es ist natiirlich e < 0) in Abhangig# 
keit vom Vorzeichen der Grobe § + entweder verringern oder vergroBern 
Ist jedoch der Wert pp erreicht, so kann sich nach (4, 21) der Impuls nicl 
she ane n, yy ap hae wirkt aber be —— weiter. Im Fall a vn ddl 


seantidte ’daB Mebhiseiig cwel eee BH . Elektron“ und ein Td 
die sich von verschiedenen ,,Seiten“: der Grenze p = py genihert haber} 
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zleichzeitig verschwinden). An Stelle der verschwindenden Paare, fiir deren 
regative Komponenten §-)p <0 ist, erzeugt das Feld neue Paare mit 
y-p > 0. Kin solches Bild stellt offenbar einfach einen anderen Ausdruck 
in den Begriffen Erzeugung und Vernichtung von Paaren von Anregungen) fiir 
ie Verinderung (Verschiebung im p-Raum) dar, die die FERMI-Verteilung 
ir das Elektronengas unter der Einwirkung des elektrischen Feldes erfihrt. 
Fir das Spektrum (4,21) mit der Liicke jedoch ist die Erzeugung von Paaren 

n einem zeitlich konstanten Feld unméglich, jedenfalls bei 7’—> 0 und fiir 
‘ine nicht allzu schmale Liicke A (siehe unten). Diese Schwierigkeit kann man 
otzdem umgehen und dem Spektrum (4,21) eine reale Bedeutung beilegen, 
}venn man bedenkt, da im Kristall » nicht der Impuls, sondern der Quasi- 

mpuls der Anregung ist, und daB die Energie # eine periodische Funktion 
wlieses Quasiimpulses mit den Perioden 22b;/h, ist, wobei 6; die Periode des 
qreziproken Gitters ist. Fiir ein kubisches Gitter, auf das wir uns der Einfach- 
1eit halber beschrinken, ist b; = b= 1/a, wobei a die Gitterkonstante des 
istalls ist. Es ist also beispielsweise EL, (p, + 22/a) = E (p,), wobei der 
ndex » der Tatsache Rechnung tragt, da die Energie £# fiir ein gegebenes p, 
werschiedene Werte annehmen kann). 


Es 
A Re 
-27t or 0 el Ge; ox AB 
A 
Abb. 3. 


‘Auf Grund dessen hat man sich das Spektrum (4,21), wobei p der Quasi- 
ympuls ist, so vorzustellen, wie in Abbildung 3 fiir die Bewegung eines ,,Elek- 
‘trons’ lings der x-Achse dargestellt. Dabei sind am Spektrum wesentliche 
WVerfeinerungen vorgenommen worden, die damit zusammenhiingen, da8 ein 
PSpektrum mit Spriingen unzulissig ist, und demzufolge ist der Ubergang 
rom Gebiet p < p, zum Gebiet p> py stetig gemacht worden. Vom Stand- 
sunkt der Berechnung thermodynamischer GréBen kann der Unterschied 
iwischen dem Spektrum (4,21) und dem in Abbildung 3 dargestellten Spek- 
n beliebig klein gemacht werden; wir werden ihn im folgenden auch ver- 
sachlissigen. Wegen der Vieldeutigkeit der Energiefunktion (zum selben 
Wert p, gehdren auch noch gréBere Energiewerte als in Abbildung 3 dar- 


») Die Tatsache, da8 in einem Kristall die Energie EH, eine periodische Funktion ist, wird 
Sa Biichern tiber die Metalltheorie, wie seltsam das auch erscheinen mag, gew6hnlich 
t icht hervorgehoben. Man bezeichnet den Quasiimpuls gewéhnlich mit Af statt mit p; 
‘vir werden jedoch nicht so verfahren, um alle Bezeichnungen modglichst einfach zu 
ts estalten. 
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gestellt), gibt es noch weitere (in Abbildung 3 nicht gezeichnete) Zweige der 
Funktion £, (p). Mit anderen Worten entspricht die in Abbildung 3 dar- 
gestellte Kurve dem untersten ,,Band“ fiir die Anregungen. Die Geschwindig- 
keit der Anregungen » = 0#/0p verschwindet an den Extrempunkten der 
Funktion E (p) und aindert dann ihr Vorzeichen, was einer Reflexion und 
einer Ausbildung stehender Wellen entspricht (vgl. die Lehrbiicher der Metall- 
theorie). Analog liegen die Dinge in der iiblichen Theorie der Metalle bei . 
Reflexion an den Bandrindern; unsere Annahme ist frei von inneren Wider 
spriichen. 
Nehmen wir an, daB die Anregungen mit einem Spektrum (4,21) der FERMI 
statistik fiir die Anzahl der Anregungen im Energieintervall d#, gehorchen 
so erhalten wir 


gd BE .. ‘) 8V 2am’ EB. 
dN, = geen? y? 9 (fay = in tates 


Bei A/kT <1 ist das Spektrum (4,21) vom thermodynamischen Standpunkt 
aquivalent dem FERMIspektrum (4,3), und die freie Energie der Anregunger 


betragt 5 
7 io 70 a 2 2 MPo 
(4,22) P= 2 Fa kD, a= (SR), 


wobei die additive Konstante so gewihlt ist, daB F,(0) = Hjo/8a ist, A,’ 
das kritische Magnetfeld bei 7’ = 0. Eine Analyse der spezifischen Warmer 
von Supraleitern zeigt, daB A/k 7’ ~ 3 ist, wenn man sich auf das Spektram: 
(4,21) stiitzt. In diesem Fall liBt sich fiir die freie Energie der supraleitende: 
Phase mit einem Maximalfehler von etwa 1% der Grenzausdruck verwender: 
der fiir A/k T > 1 herauskommt und nach GINSBURG (1946b) die Form hat: 


a 2 
(4,23) Reeaqe. «= (Se), 


me? h8 


Aus der Forderung, daf} in einem Phasenumwandlungspunkt zweiter Ordnun 
d. h. insbesondere bei 7',, die freie Energie F und die Entropie S = — 


stetig sein sollen, kann man a, und a, durch H;,,, A und 7, ausdriicken. 
ergibt sich hierbei a; > a,, d. h. der Grenzimpuls py ist in beiden Phase: 
verschieden. Beriicksichtigt man Hj/8a =F, —F,, so erhalt man dure: 
Ausrechnung von a, und a, folgenden Ausdruck (@ = A/k7',): 


i my_,_(ty(2te_2 (4) 
— tae) =) es | 


Durch entsprechende Wahl des Parameters a kann man die Formel (4,2 
in sehr genaue Ubereinstimmung mit den experimentellen Daten bringer 
Das ergibt sich aus der Tabelle, in der die experimentellen Werte fiir Hi 

| 


= 
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nach MISENER (1940) und die auf Grund der Formel (4,24) und der haufig’ 
verwendeten Formel 


= yb) 


berechneten Werte aufgefiihrt sind. 

Die Formel (4,25) entspricht der Voraussetzung, daf im supraleitenden 
Zustand die spezifische Warme c, proportional 7%, im normalen c, = a7? +-yT' 
st. 


Tabelle: Werte von Hx/Hxo in Abhingigkeit von T/T; 


Ay, /Hxo AT ,./HKo 
| 

nach / nach 
exp. | (4,24) mit} mach TEER OA Ge gayi aOR 
Pe 21D | (4,25) a = 2,75 (4, 25) 
0,00 1,000 | 1,000 1,000 0,55 | 0,708 0,708 0,6975 
0,05 0,998 | 0,998 0,9975 | 0,60 | 0,649 0,648 0,6400 
im 0,10 0,992 0,991 0,9900 0,65 0,586 0,583 0,5775 
m 0,15 0,980 0,980 0,9775 0,70 0,517 0,513 0,5100 
{ 0,20 0,965 0,965 0,9600 0,75 0,442 0,438 0,4375 
0,25 0,944 0,945 0,9375 0,80 0,363 0,358 0,3600 
0,30 0,918 | 0,919 0,9100 | 0,85 | 0,279 0,275 0,2775 
0,35 0,886 0,888 0.8775 | 0,90 | 0,190 0,187 0,1900 
0,40 0,850 0,852 0,8400 0,95 0,098 0,091 0,0975 
0,45 0,808 0,810 0,7975 | 0,975} 0,049 0,051 0,050 
0,50 0,760 0,761 0,7500 1,000 0,000 0,000 0,000 


Bei der Berechnung wurden die Werte von MISENER: H,, = 412,6 und 


+7’, = 4,167° benutzt; die experimentellen Daten fiir 7/7’, < 0,25° wurden 


durch Extrapolation erhalten. Unter Beriicksichtigung der GroBe des experi- 
mentellen Fehlers und der Méglichkeit einer besseren Wah] der Konstanten 


Sa = A/kT,, geht aus den Angaben der Tabelle hervor, daB die Formel (4,24) 


jedenfalls nicht schlechter mit dem Experiment iibereinstimmt als die haufig 


Wbenutzte Formel (4,25). 


Das Spektrum (4,21) und das ganze darauf beruhende Schema kann man 
jedoch nicht ohne weiteres annehmen. Zunichst bedeutet der bereits fest- 
gestellte Unterschied zwischen den Werten a, und a, in (4,22) und (4,23), 
tdaB die Grenzimpulse p, in beiden Phasen ebenfalls verschieden sind, und 
daB dieser Unterschied groB ist. Das Spektrum (4,21) geht also bei A—>0 
Inicht in das FERMI-Spektrum (4,3) mit demselben Grenzimpuls tiber, wie zu 
thoffen war. Zweitens ist die Anzahl der Anregungen vom Typ (4, 21) sehr 
‘klein: selbst bei J2A—>0 und 7'—>7, ist sie von der GréBenordnung A, ~ 
tawnT,/T, ~ 10-4n (siehe § 1), und bei 4+0 und T < 7; noch kleiner. 
‘Die elektrische Leitfahigkeit, die auf diesen Anregungen beruht, ist also 
)bedeutend kleiner als im Normalzustand. Das liegt daran, daB im Normal- 
jzustand im Gegensatz zu manchmal aufgestellten Behauptungen sich siimt- 
Nliche Leitungselektronen am Stromtransport beteiligen, die Konzentration 
tder Ladungstriiger also 7 und nicht An ist. Dies ergibt sich aus der Forme] 


152 W. L. GryspurG 


fiir die elektrische Leitfihigkeit des freien Elektronengases. In der Spra 
des Modells der Elektronenfliissigkeit und ihrer Anregungen beruht es 
dem schon erédrterten Mechanismus der Erzeugung und Vernichtung 
,,Elektron-Loch‘‘-Paaren unter der Einwirkung des elektrischen Feldes. 
Vorhandensein einer Liicke A stirt im allgemeinen diesen Mechanismus, 
elektrische Leitfihigkeit nimmt plétzlich ab, und iiberhaupt wird das Mete 


sehr aihniich. 
Die ziemlich eingehende Diskussion des Spektrums (4,21), die wir vorg 
nommen haben, hat bisher dem EinfluB der hohen Dielektrizititskonstante gs, | 
der die ganze Situation wesentlich veriindert, noch nicht Rechnung getragen, | 
Wie L. D. LANDAU (1945) zeigte, ist die Lichtgeschwindigkeit im Metall fii 
Frequenzen, fiir die © & g ist, gleich w= c/ Vg, also bei & ~& 10% so klein 
da die Wirmestrahlung im Metall einen merklichen Anteil an seiner spezie | 
fischen Wiirme haben muB. Im einfachsten Fall ¢ = &, ¢ frequenz- und 

temperaturunabhingig, verhalten sich die elektromagnetischen Wellen (d 
Photonen im Medium) ganz ihnlich wie Schallquanten, sind jedoch im Unter 
schied zu den Schallquanten in einer Fliissigkeit transversal. Die Energie der 
Photonen hat hierbei die Form E = up, u =c/) &. Freie Energie, Entropie 
und spezifische Warme dieser Photonen (d. h. der Wiirmestrahlung im Met 


sind m 
FR me, (kT)* g 4 eile kt TS E we! (kT)* 
he «hee ee Ly) = —S SS 
(4,26) . sage : 45 A808 - 15 A083 
,20 
Ante hh Ts erg 
én = =. = 3,06 - 10-4 e's TS___>_., 
15 ASc8 ’ em’ grad 


Diese Formeln ergeben sich aus (4,6) und (4,7), wenn man w durch ¢ 
ersetzt und den Faktor 2 hinzufiigt, der auf dem Vorhandensein zweier 
Polarisationsrichtungen der transversalen Wellen beruht. 
Nimmt man an, daf die gesamte spezifische Wiirme im supraleitenden Zustant 
auf dem elektromagnetischen Feld beruht?), d.h. da® cs = epy ist, so komm 
man zu dem SchluB, daB ws 10° und e & 10! sein muB. Beispielsweise 
ergibt sich fiir Quecksilber w= 1,5 - 10° und e = 2,0 - 10". 
Wenn man experimentelle Angaben iiber eg und tiber die spezifische Warme 
im supraleitenden Zustand ec, hat, so kann man scheinbar sofort das Gewicht 
des Photonenanteils des Spektrums angeben, Leider ist dies aber infolge de 
Frequenz- und Temperaturabhingigkeit von ¢, die in (4,26) nicht beriick 
sichtigt ist, nicht so einfach, 
Die allgemeine Form von ¢ ist unter Vernachlissigung der Absorption (diese 
ist mdglich bet 7 < 7, und nicht allzu hohen Frequenzen) folgende: 


a ore ce 4dmein, — on 

(4,27) | ee ae wd: 4 ate mo? i air 
| desea hbo ee 
— ™ {4 OR — @? 


: 
1) Kine solehe Annahme ist im Prinzip zulissig, da aus (4,26) die Formel (4,25) fiir Hy 
folgt, die m allgemeinen mit dem Experiment im Einklang steht. 
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e gewaltigen Werte von é bei nicht allzu hohen Frequenzen beruhen darauf, 
8 unter den Kigenfrequenzen @ , auch sehr tiefe wo, 2 k7,/h vorkommen. 
Iche effektiven Frequenzen besitzen diejenigen Elektronen, die im Normal- 
stand frei waren und bei 7’ < 7; nicht ,,supraleitend‘‘ werden. Ist die 
ektronenkonzentration im normalen Zustand m, (diese GréBe laBt sich aus 
trarotmessungen bestimmen) die Konzentration der ,,supraleitenden‘‘ 
ektronen x; (diese GréBe 1iBt sich aus den Messungen der Eindringtiefe 6, 
stimmen), so ist wegen der Summenregel der Konzentrationen der ge- 
ndenen Elektronen 

, 28) Ne = > Non = M— Ns, 
a) 
obei die Summation iiber simtliche Anfangszustiinde erfolgt, die Elektronen 
tsprechen, die im Normalzustand frei sind, sowie iiber alle Endzustinde 
%+ 0 (das gleiche gilt fiir die Summe in (4,27), wenn man den Beitrag der 
ark gebundenen Elektronen zu ¢  vernachlissigt). 
Mie Verteilung der Frequenzen @,, ist unbekannt, und man kann deshalb 
eine mittlere Frequenz w, einfiihren und fiir w? < w; den Ausdruck 
€) bei 7 = 0 in der Form 


4 ae? : 
29) tere re eels mee. 
moa; i A x05, 


hreiben, wobei man beriicksichtigt, daB «> 1 ist. Man kann wie gesagt 
onehmen, daB A w,~ kT’, ist). Fiir Zinn z. B. ist kT, ~ 5-10-16, und 
fan oman setzt w,=kT,/h und n,=—5-10, so wird wm =5- 104, 
¢ = 1,25 - 10% und e, (0) = 6- 108. Experimentell ergibt sich nach CHAIKIN 
952) e, ~ 5- 10°, woraus man schlieBen kann, daB wy) ~ k7',/3 ~ 1,7 + 104 


ei der Temperatur 7’ sind Schwingungen der Frequenzen von der GroBen- 
rdnung w=kT/h und darunter angeregt. Hieraus und aus (4,27) ist 
rsichtlich, da man die Dispersion von é) nur bei Temperaturen 7’ < T', 
der genauer unter der Bedingung 


hw,\2 
,30) me (“) 


Yernachlissigen kann. Fir Zinn fiihrt das praktisch zu der Forderung 
1 < 0,6 — 0,8°. Bei tiefen Temperaturen, also bei Frequenzen q, die fir 
*ie spezifische Warme wesentlich sind, kann man, wie aus (4,27) hervor- 
Jeht, schon nicht mehr ¢ = ¢, und wu =c/Y & setzen. Beispielsweise erhalten 
‘rir fiir Zinn, wenn wir nach den Angaben von SAWARIZKI (1951La, b) 
§,=6,3-10-° bei T=0 setzen, ns = mc*/4 me? 05 = 2,83 - 101/05 = 7-107 
mod Ww, = Vane n,/m =4,75-10% Nehmen wir ferner an n,=5- 10” 
nd w,=1,7- 10" (siehe oben), so finden wir, daB nach (4,27) und (4,29) 


Es muB8 gesagt werden, dai die Frage nach dem Wert der Frequenzen m ; nicht ganz 
lar ist, insbesondere im Zusammenhang mit den Bemerkungen auf Seite 155f. 


154 W. L. GinsBurRG 


€ = w/w, -— w3/@? = 5 - 10° — 2,25 - 10%/@? ist, und daB man _folgli 
nur bel Frequenzen, die der Bedingung 


O;0> 


(4,31) o> 


c 


geniigen, € & & = w;/w@, setzen kann. 
Setzen wir die angegebenen Werte fiir Zinn ein, so erhalten wir aus (4,31)} 
die Bedingung w? > 4 - 107! oder praktisch T ~ ha/k = 1°. ; 
Wir sehen also, daf im betrachteten Fall die Formel (4, 26) streng genommen| 
gar keinen Anwendungsbereich hat. Vernachlassigt man jedoch die Dispersion 
und die Temperaturabhangigkeit: von é, so kann man zu anderen Formeli 
kommen, deren Anwendbarkeit in Richtung auf tiefe Temperaturen nicht 
beschrinkt ist. Die Lichtgeschwindigkeit im Metall, die uns zur Berechnur 


der thermodynamischen Gré8en wichtig ist, betragt wu = c/V « é= ok, voll 
k der Wellenvektor ist. Hieraus und aus (4,27) erhalten wir sofort 


2 2 J2 2.02 2 a2 J2 
ar ck Os oc & 
(4,32) wo? = — + == — S 
& We We 


Mit anderen Worten hat ome ee der Anregungen (der Photonen) 
2a) 2 
Form E (p)=ho= ee ee 


: - sr mit p=hk. Ausgehend von deme 
0 0 

Spektrum (4,32) und unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB die An 

regungen der BOSE-Statistik gehorchen, kann man siimtliche thermodynanii- 
schen GréBen berechnen. Dabei erhalt man natiirlich das friihere Ergebnis: 
(4,26), falls das Frequenzgebiet wesentlich ist, das der Bedingung (4,31) 
geniigt. Im anderen Grenzfall sehr kleiner Frequenzen, auf den wir uns be-! 
schrinken wollen, bilden die Anregungen nur lange Wellen, so daB c?k? < @i 
und 


(4,33) 


- Ge * k? 


Oso | 


i ee 
Wc 2 WsW¢e 
ist. 

In diesem Fall kann man fiir die Anregungen ebenso wie fiir die Scha 
quanten im Helium II die klassische Statistik benutzen und erhilt dadurehl 
ohne groBe Miihe (HZ = ha, p= hk) 


. 

ie 

Hin — 2b] @ ht Se ee | 

; (2 a h)® 

3/ A ; 

opm | HEL\ " ke . 

=—IkeT , “"—=__kTN 
(4,34) (ee ; atl phs 4) 
; | 
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bei Nyy die Anzahl der Anregungen ist, die sich wie Teilchen mit der 
sse « und der ,,Ruhenergie“ A verhalten [tatsichlich ist nach (4,33) 
=A + p?/2 uv}. 
Fall des Zinns kann man die Formeln (4,34) verwenden bei 7’ < A/k ~0,5°. 
fer den Transversalwellen sind in einem Medium, in dem ¢ gegen Null 
nen kann, auch Longitudinalschwingungen mit einer Frequenz méglich, 
> fiir k—> O aus der Bedingung ¢ (w) = 0 zu bestimmen ist (diese Schwin- 
ngen sind fiir Plasmen bekannt und werden hiiufig als Plasmaschwingungen 
‘Weichnet)*). In unserem Fall betrigt diese Frequenz @ = a5 W9/@-. Man kann 
h jedoch nicht auf diesen Ausdruck fiir @ beschriinken, denn zur Bestim- 
ing der freien Energie braucht man einen Ausdruck fiir w in der nichsten 
herung, unter Beriicksichtigung seiner Abhiingigkeit vom Wellenvektor k. 
nen solchen Ausdruck kann man nur fiir ein konkretes Modell finden, 
. fiir ein entartetes FERMI-Gas. Man muB8 iibrigens darauf hinweisen, dah 
h fiir Transversalwellen der Ausdruck (4,32) nur unter Vernachlissigung 
thermischen und allgemein der inneren Bewegungen im System gilt. 
ch in diesem Fall kann man also die Formel (4,32) nur fiir ein konkretes 
dell prazisieren. Bei kleinen & kann man jedoch die Form des gesuchten 
sdrucks erhalten, indem man zu (4,32) ein Glied hinzufiigt, das proportional 
c? ist; er nimmt also die Form w? = w;/& + c?k?/e) + v2k? an, wobei v 
e charakteristische Geschwindigkeit der inneren Bewegung ist; im Fall 
erwihnten Longitudinalwellen kommt der gleiche Ausdruck heraus, aber 
ne das Glied c?k?/e, und mit einem etwas anderen Wert von v% als fiir die 
ansversalwellen. Fiir ein klassisches geladenes Gas (Plasma) ist v5 » k T'/m, 
ein entartetes FERMI-Gas v? ~ p?/m? (fiir Longitudinalschwingungen 


—-“, fiir Transversalwellen, wie SILIN dem Verfasser mitteilte, 


iter den iiblichen Bedingungen kann man fiir Transversalwellen das Glied 
“2 und mégliche Glieder, die proportional k* sind, vernachlassigen. In 
serem Fall kann jedoch die GréBe c?k?/e, kleiner sein als vik?. Fir ein 
RMI-Gas ist dies auch der Fall. Wie die Dinge fiir eine Elektronenfliissig- 
Wit im Metall liegen, ist unklar, doch kann in diesem Fall der Wert von 
bedeutend kleiner sein als im Gas. Ist das nicht der Fall, so ist die Grund- 
‘ichung (4,27) fiir ¢ falsch, ebenso der gréBte Teil der weiteren Uber- 
fungen. Genauer kann man, wenn man Glieder der Ordnung &* und dariiber 
eht beriicksichtigt (in einigen Fallen ist das vielleicht nicht méglich), wie 


‘In den Arbeiten von M6GrLicH und Rompe werden der Theorie der Supraleitung die 
‘rstellungen vom Plasma und seinen Schwingungen zugrunde gelegt. Dabei werden als 
isgangsgleichungen solche verwendet, die den Gleichungen (1,1) und (1,2) aquivalent 
+d, die aber begriindet werden miiBten. Ferner gehen die Verfasser von der unzu- 
‘i ffenden Ansicht aus, die spezifische Warme sei im supraleitenden Zustand kleiner als 
+ normalen. Sie erhalten als Plasmafrequenz m = w, (der Kinfluf von é) wird nicht be- 
»cksichtigt) und nehmen deshalb an, daB der dabei herauskommende verschwindend 
sine Elektronenanteil der spezifischen Wirme des Supraleiters den experimentellen 
i ten entspreche. In Wirklichkeit kénnen jedoch elektromagnetische Anregungen sowohl 
‘ngitudinaler als auch transversaler Art fiir die Theorie der Supraleitung nur dann von 
deutung sein, wenn ¢, sehr groB ist (von der GréBenordnung 10° oder 101°). 
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bisher schreiben ¢ = ¢, — w®/w*, aber die Abschaitzung der GréBen é und 
w? indert sich1), Zusitzliche Schwierigkeiten bringt die Beriicksichtigu g 
der Dampfung (der Absorption) mit sich, die oben vernachlissigt wurde, did 
aber von einer gewissen Frequenz an auch bei ’—>0 vorhanden sein muB, | 
Neben dem soeben Ausgefiihrten mu man beachten, daB aus den Uber, 
legungen iiber die Stetigkeit des Uberganges vom supraleitenden Zustan 
in den normalen hervorgeht, da ¢ von der Temperatur abhangt und be 
T—>T,, gegen den Wert strebt, der dem normalen Metall entspricht, 
relativ klein ist und gleich Null gesetzt werden kann (obwohl ¢ in einem 
malen Metall durchaus Werte von der GréBenordnung 10° haben kann)j 
Dies hat CS (1952) im ee eae pare in dem fiir 77> we prak| 


F as 
keit von é beim Ubergang von F zu S = = p unde = 7 at nicht °. 


riicksichtigt. Geht man von dem Ausdruck (4,26) fiir # aus, so erhalt 
unter Beriicksichtigung der Temperaturabhangigkeit von 9: 


A 72h le 8 
fren) ee ee 


15 A> 03 


ol dey sl" & me 77H 
ep! ee a 8edT?|  @ 
Wir sind jedoch nicht vollig davon iiber zeugt, da man im gegebenen Fak 
gerade den Ausdruck fiir die freie Energie F als Ausgangspunkt zu nehmer 
hat. Das ist der Fall, wenn e) eine Dielektrizitatekonstante ist, die im ) 
blick auf die nopenoliceten elektromagnetischen Wellen sozusagen diuBeres 
Natur ist. In diesem Fall ist ¢, F?/8z die freie Ener gie, und sie hat man ae 
zu berechnen. In unserem Fall jedoch hangt die GroBe €) Offenbar eng z 
sammen mit den elektromagnetischen Schwingungen selbst. Tatsiichlie§ 
miissen auch die Anregungen im Supraleiter offenbar zum normalen Antes 
der Elektronenfliissigkeit gehéren, aihnlich wie im Fall der Superfluiditis 
ein Teil der Dichte der Fliissigkeit auf den Anregungen beruhte [siehe (4, 14). 
Wenn man also annimmt, die Anregungen seien Photonen mit einer Ga 
schwindigkeit w= c/) @, wobei ey) = const ist, dann mu8 man in Analogié 
zu (4,14) feststellen, daB die effektive Konzentration der mit Anregunge’ 
verbundenen Elektronen folgenden Wert hat [siehe auch (4,26) ]2): 
4 Eon 4n°(kT)*¢ 


4,36 Pete fein eeony s é 
ee Mont 3 mu 45 kA? me® | 


1) Hieraus kann man offenbar folgern, daB das theoretische Ergebnis, im Supraleitet 
sei & © 10° bis 10 [falls n, & mp ist; siehe (4,28)] nicht verbindlich ist. Eine expe 
mentelle Bestimmung von é ist deshalb yon besonderer Bedeutung. i 
*) Ebenso wie im Fall des Heliums II [siehe (4, 14)| hingt die Dichte @anr = mNanr vor 
der Geschwindigkeit » der Fliissigkeit ab. Eine solche Abhiangigkeit mu nach GINSBUR’ 
(1946a, 1947) zu einer Nichtlinearitit der elektromagnetischen Vorginge im Supralay) 
fiihren, da die Geschwindigkeit » unmittelbar mit dem Magnetfeld H zusammenhan 
[siehe (4,19)]. Praktisch sind jedoch die nichtlinearen Eseheinungen im Supra 
unbedeutend. Das spricht dafiir, da sogar im Feld Hy gilt v2 < u2, shenko wie im ee 
( 


II, wo v, < wu ist. Deshalb ist in (4,36) die Abhingigkeit der Gro8e Epp von v nicht beriielk 
sichtigt. 
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Zinn erhalten wir bei 7, = 3,7°, wenn wir ¢) = 5 - 10® setzen, Man, 4 - 1028, 
ser Wert ist noch bedeutend kleiner nicht nur als n, ~ 5 - 1022, sondern 
h als n= 7-104. Die Ungenauigkeit der Formel (4,36) schlieBt jedoch 
chaus nicht die Méglichkeit aus, daB may, bei 7, vergleichbar wird mit 
ei 7’ = 0. Unter derartigen Bedingungen ist die GréBe ¢ (7'), die von 
) abhingt, nicht unabhingig von den elektromagnetischen Schwingungen 
st, und es kann sich als richtiger erweisen, zuniichst nicht die freie Energie, 


bestimmbare Gréfe nur ¢ eingeht, wiihrend die abgeleiteten GréBen auch 


dé 
h von -° abhangen; diese Bemerkungen verdankt der Verfasser L. D. 


ammenfassend kann man sagen, daB die quantitative Seite der Frage 
®h der Rolle der Warmestrahlung im Supraleiter noch nicht geklirt ist. 
och ist die Notwendigkeit einer Beriicksichtigung der Rolle der Wiarme- 
@hlung oder mit anderen Worten der Anregungen vom Typ der Photonen 
die Supraleiter unzweifelhaft (selbstverstiindlich nur, falls weitere Ex- 
mmente die SchluBfolgerungen bestiitigen, da ¢) ~ 10% bis 10! ist). Der 
ag dieser Anregungen zur spezifischen Wirme kann sogar den Haupt- 
weil ausmachen. Benutzt man etwa fiir die spezifische Wirme c zur 
entierung den Ausdruck (4,26), so ist fiir Zinn bei ¢, =5 -10®° und Tempe- 
en von | und 2° der berechnete Wert der spezifischen Warme etwa 
so groB wie die gemessenen Werte von KEESOM und VAN LAER 
8). 

Anregungen in Form yon Photonen geniigen der Bedingung fiir die 
raleitfahigkeit (4,20), und ihre Beriicksichtigung gestattet, wie bereits 
nerkt, einige Schwierigkeiten zu beseitigen, die mit dem angenommenen 
ktrum (4,21) zusammenhingen, das wir der Kiirze halber als Quasi- 
RMI-Spektrum bezeichnen wollen. In der Tat beruht der erwihnte Unter- 
ed in den Werten a, und a, und somit auch in den Grenzimpulsen 9, in 
normalen und in der supraleitenden Phase auf der Voraussetzung, dai 
Anregungen (4,21) fiir die gesamte Wirmekapazitat des Metalls verant- 
tlich sind. Beachtet man das Vorhandensein der Anregungen in Form 
a@ Photonen, so ist eine derartige Forderung unzulissig und man kann 
en d,= a, [siehe (4,22) und (4,23)]. Ferner kénnen die Photonen-An- 
“ingen einen betrichtlichen Teil der ,normalen‘ Elektronenfliissigkeit 
“len [siehe (4,36)]. Dieses Moment ist wesentlich zum Verstiindnis des 
igen Uberganges in den normalen Zustand. Man mu hinzufiigen, dab 
+7 —> T,, abnlich wie im Helium II bei Anniherung an den A-Punkt, die 
istellung eines Anregungsgases unbrauchbar werden kann und dai’ man 
in die Wechselwirkung der Anregungen beriicksichtigen muB; hierdurch 
41 dem Problem der Unstetigkeit der Anderungen etwa der normalen Leit- 
Migkeit beim Durchgang durch die kritische Temperatur die Spitze ab- 
#rochen. 

lererseits scheint uns die Annahme des Quasi-FERMI-Spektrums (4,21) 
*ch eine ganze Anzahl von Griinden nahegelegt. Zunichst wird die Kin- 
rung einer Liicke, die den Grundzustand von den angeregten trennt, 
ich alle in § 3 angefiihrten Uberlegungen vorgeschrieben. Eine Liicke ist 
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notig zur Gewihrleistung der , Starrheit‘‘ der Wellenfunktion im Gr mic 
zustand, die zur Supraleitfihigkeit fiihrt. Die Zerstorung der Sopra 
keit im Magnetfeld beruht bei Vorhandensein einer Liicke auf der ZEEMAN 
schen Termverschiebung, die zu einem ,,Zuwachsen* der Liicke fiihrt. Zy Si 
tens bildet die Verwandtschaft des Quasi-FERMI-Spektrums (4,21) mit de 
FERMI-Spektrum (neben dem bereits erwihnten Anwachsen der Anzahl de 
Anregungen) ein positives Moment im Hinblick auf das Verstandnis d¢ 
Uberganges des Supraleiters in den normalen Zustand mit seinem a 
Spektrum, obwohl das Problem dieses Uberganges noch unklar bleibt. Dri 
tens schlieBlich kann man die Einfiihrung der Liicke A mit der hohen Diele 
trizititskonstanten ¢, d.h. mit dem Auftreten eines Photonenspektruni 
in Verbindung bringen. In der Tat beruht, wie aus der Theorie der Di) 
persion elektromagnetischer Wellen in Metallen hervorgeht und auch u 
mittelbar einzusehen ist, der zu m? umgekehrt proportionale Anteil von} 
[siehe (4,27)] nicht auf Ubergiingen in andere Zustiinde; der Wert e dagege 
wird gegeben durch die Ubergiinge von Elektronen in andere Bander. 
der Abstand zwischen den Bindern gro ist, also auch die Frequenzen 
in (4,27) groB sind, ist der Wert ¢) im normalen Zustand verhaltnisma 
klein. Das Auftreten einer Liicke an der FERMI-Grenze kann im Rahmen d 
existierenden Einelektronen-Modells des Metalls mit dem Auftreten ein 
neuen Bandes verkniipft werden (etwa mit einer Verdoppelung der Anzai 
der Bander; siehe unten). In diesem Fall ist das neue Band dem besetzt 
so nahe, da die Ubergangsfrequenzen klein sind (die niedrigsten sind ¥ 
der GréBenordnung A/h), und der Wert von ¢) gro wird. Ohne uns auf € 
besonders vom Standpunkt der Theorie der Supraleitung nur sehr beschrans 
giiltigen Vorstellungen der Biindertheorie zu stiitzen, kénnen wir einfa} 
sagen, daB das Auftreten eines grofen ¢, auf dem Vorhandensein niedrig 
HKigenfrequenzen w) ~ kT;,/h beruht, und daB diese Frequenzen offent 
auch bei der Hinfiihrung einer Liicke A erscheinen, die nach § 3 gerade v4 
der GroBenordnung k 7’, ist. 
Ks besteht also unseres Erachtens Grund zu der Annahme, daf das Spe 
trum des Supraleiters eine Kombination darstellt und A4 
regungen vom Typ (4,21) sowie solche vom Photonentyp Um 
faBt. Dabei ist die Grundbedingung fiir das Auftreten eines supraleitend| 
Zustandes mit allen seinen Eigenheiten das Vorhandensein einer Liidi 
A~kT,, die den Grundzustand des Metalls von seinen Anregungen  Vét 
Elektronentyp trennt [fiir die Photonenanregungen ergibt sich, wie aus (4,4 
hervorgeht, bei k = 0 die Liicke automatisch, sie ist jedoch in diesem Fi 
in gewissem Sinne unwesentlich]. 

Der Bildungsmechanismus dieser Liicke ist noch durchaus ungekliirt. Hierv) 
war schon in § 3c die Rede, und wir beschriinken uns hier auf einen Hinw 3 
auf die interessanten Arbeiten von SLATER (1951) und KATz (1952), in cé 
die Méglichkeit der Bildung einer solchen Liicke infolge einer Verinder 
(beispielsweise Verdoppelung) der Periode des Kristallgitters, d. h. einer 
doppelung der Anzahl der Biinder im Kristall erértert wird. Ist die Veranderu 
des Gitters unbedeutend — und solche Beispiele sind bekannt (Antifery 
magnetika) — so ist die Liicke zwischen den neugebildeten Biindern eb{t 
falls sehr klein. In einem Metall ist das Auftreten einer kleinen Liicke sel) 


Der gegenwirtige Stand der Theorie der Supraleitung ; 159 


nittelbar an der FERMI-Grenze offenbar ohne Bedeutung, solange die 
bestimmtheit in der Elektronenenergie 4 E x h/t = hy, die auf der end- 
1en freien Flugdauer t= 1/» beruht, nicht kleiner ist als die Breite A 
Liicke. Selbst in einem sehr reinen Metall ist bei tiefen Temperaturen 
@olge des Restwiderstandes » ~ 10 bis 10% und AE/k & hy/k ~ 0,1 
1°. Es bleibt jedoch unklar, ob man nicht vielleicht unter 7 nur die freie 
igdauer zu verstehen hat, die auf unelastischen StéB8en beruht. Uberhaupt 
das Problem des Hinflusses einer sehr schmalen Liicke (deren Breite im 
enzfall gegen Null geht) auf die Transportphiinomene im Metall, obwohl 
Berst interessant, noch nicht untersucht; zweifellos kann aber eine hin- 
hend schmale Liicke keinen wesentlichen EinfluB auf irgendwelche Pro- 
se haben. 

den Arbeiten von SLATER (1951) und KATz (1952) wird eine sehr schmale 
§cke zur Erklarung des anomalen Verhaltens des Widerstandes nicht supra- 
ender Metalle bei 7’'—> 0 herangezogen [siehe z. B. GINSBURG (1946a) § 23 
d MENDOZA und THOMAS (1951)]. Das Problem der Méglichkeit, eine Liicke 
ser Art mit der Liicke zu identifizieren, die zur Erklirung der Supra- 
ung erforderlich ist, verdient unserer Ansicht nach besondere Beachtung?). 
‘ym Standpunkt des Isotopie-Effekts, zu dessen Erklirung man in einem 
dell mit einer Liicke annehmen mu, daB deren Breite 4 von der Kern- 
isse M abhangt [siehe § 3c) liegt es nahe, die Liicke mit dem Gitter zu ve® 
tipfen, so daB sie also von Anfang an vorhanden war. 

e Frage nach der Natur der Liicke gehért eher in die mikroskopische als 
die quasimikroskopische Theorie; jedoch ist selbstverstaindlich jede Tren- 
ng der beiden Methoden vdllig verfehlt und ihre gemeinsame Anwendung 
det den einzig richtigen Weg. Eben dieser Weg ist auch der erfolgver- 
echendste. 


5. Schluf 


sere Ausfiihrungen haben folgendes Bild der mikroskopischen Theorie der 
praleitung entrollt: Fiir die Hypothese der spontanen Stréme 1aBt sich 
ine triftige Begriindung finden (§ 2), Aufmerksamkeit verdient einzig und 
ein die diamagnetische Hypothese (§ 3). Nach dieser Hypothese ist der 
praleitungsstrom analog dem diamagnetischen Strom in den Atomen, und 
> Supraleitfahigkeit kann nur infolge einer ,,Starrheit“‘ der Wellenfunktion 
- einen Teil der Leitungselektronen im Metall entstehen. Eine derartige 
Starrheit‘‘ ist vor allem die Folge des Vorhandenseins einer Liicke im 
iergiespektrum, die den Grundzustand des supraleitenden Metalls von 
jnen schwach angeregten Zustiinden trennt, die dem Vorhandensein einer 
wissen Anzahl von ,,Elementaranregungen‘ im Metall entsprechen. 

t Hilfe der Anregungen ausgedriickt, beruht die Supraleitfahigkeit auf einer 
stimmten Bedingung, welche die Abhiingigkeit der Energie der Anregungen 


‘Unter diesem Gesichtspunkt wire ein Versuch einer experimentellen Untersuchung 
r Frage von besonderer Bedeutung, ob im supraleitenden Zustand irgendwelche, wenn 
ch nur verschwindend geringen Anderungen des Gitters gegeniiber dem normalen 
stand vorhanden sind, und ob die Periode dieses Gitters gegeniiber der normalen 
endwelche Besonderheiten aufweist. 
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yon ihrem Impuls erfiillen mu [siehe (4,20)]. Die Frage nach den Ursacher 
die zum Auftreten einer Liicke im Energiespektrum fiihren und allgem 
das Problem einer strengen Ableitung des Spektrums der Elektrongy 
Metall bleibt offen. q 
Samtliche in den letzten Jahren unternommenen Versuche zum Aufbau éi 
mikroskopischen Theorie der Supraleitung [die Arbeiten von HEISENBER 
(1947, 1948) und Koppe (1950), BoRN und Kar SCHIA CHENG (194 
BARDEEN (1950, 195la), FROHLICH (1950, 195la), TISZA (1950) w 
LUTTINGER (1950), MO6GLICH und RoMPE (1947, 1948, 1949)] sind un 
Erachtens entweder fehlerhaft oder enthalten keine positiven Gesi 
punkte. Dies beruht auf verschiedenen Ursachen: auf der Annahme f 
Hypothese der spontanen Stréme, der Anwendung der Stérungstheorie 
ihren Anwendbarkeitsbereich hinaus und der Vernachlassigung vorhanden 
experimenteller Tatsachen sowie auch der engen Analogie zwischen Supr 
leitung und Superfluiditat, Als eins der wesentlichsten Beispiele in dies 
Hinsicht erwihnen wir, daB in keiner der aufgezaihlten Arbeiten das Vo 
handensein eines so riesigen Wertes der Dielektrizitatskonstanten & beam 
wird. 

Die Entwicklung der mikroskopischen Theorie der Supraleitung bestehift 
Aufbau eines neuen Modells des Metalls an Stelle des bisherigen Einelektronet 
€Elektronengas-) Modells, oder zumindest in einer wesentlichen Verallgemein 
rung oder Erginzung des letzteren. Hierdurch erklaren sich in bedeutende 
Ma8e auch dis auBerordentlichen Schwierigkeiten, die beim Aufbau ein 
Mikrotheorie der Supraleitung zu iiberwinden sind. Man kann nur wen 
Hoffnung auf den Erfolg mehr oder weniger genauer Methoden der Analy: 
der Spektren von Vielteilchensystemen setzen. Am meisten erfolgversprecher 
und am fruchtbarsten ist deshalb die quasimikroskopische Methode in d 
Theorie der Supraleitung und ihrer Kombination mit bestimmten mode: 
maBigen Betrachtungen (§ 4). 5 
In dieser Hinsicht ist eine ununterbrochene Verbindung mit dem Expet 
ment, eine standige Kontrolle der theoretischen Konstruktionen an der E 
fahrung besonders wichtig. Vom Standpunkt der Mikrotheorie der Supr 
leitung sind hierbei am wichtigsten folgende experimentellen Untersuchunge: 
die allseitige Klirung der Frage nach der Abhingigkeit der Dielektrizitit 
konstanten ¢) von Frequenz und Temperatur; eine méglichst genaue B 
stimmung der spezifischen Wiirmen der Supraleiter im supraleitenden w 
normalen Zustand c, und c, (insbesondere bei tiefen Temperaturen); ei 
Bestimmung der Konzentration m) der freien Elektronen im normalen Z 
stand auf optischem Wege; die Bestimmung der elektrischen Leitfahigke 
o(w, 7) und der Wirmeleitfiihigkeit 4 (7’) fiir dieselben Metalle (méglich 
fiir die gleichen Proben, fiir die ¢, cs, cn und % bestimmt werden); fiir d 
gleichen Proben muf man natiirlich auch die EKindringtiefe eines statisehe 
Feldes 0) (7) kennen [die Bestimmung aller drei GréBen Ey (w, T), 6 (ae 
und dp (7’) fiihrt auf die komplexe Diclektrizibatalonstante e’ (w, T)]. Schlie 
lich waren auch réntgenographische (oder auf irgendeinem anderen We 
gemachte) Versuche zur Entdeckung auch der geringsten merklichen And 


rungen der Kristallstruktur eines Metalls bei seinem Ubergang in den supr 
leitenden Zustand von groBer Bedeutung. 


Der gegenwiirtige Stand der Theorie der Supraleitung 161 


o hat Grund zu der Annahme, daf die schnelle Entwicklung des Experi- 
nts und die weitere theoretische Arbeit unter Beriicksichtigung der bereits 
airten Punkte, die in diesem Artikel zusammengestellt wurden, in nicht 
vu ferner Zukunft zur Schaffung einer mikroskopischen Theorie der Supra- 
ung fiihren werden, die in ihrer Vollstiindigkeit und Uberzeugungskraft 
deren theoretischen ‘Konstruktionen, die auf anderen Gebieten der Fest- 
perphysik und der Physik der tiefen Temperaturen mit Erfolg anwendbar 
d, nichts nachgeben wird. 

Ubersetzt von H. VoGEL. 
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Uber die Renormierungstedhnik in der Quantenelektrodynamikj 


Von JERZY RAYSKI 


§ 1. Einleitung 


Die von Dirac (1927), HEISENBERG und PAULI (1929), JORDAN (1928 
FERMI (1932) u. a, entwickelte Quantenelektrodynamik hat einen bedeute 
den Platz in der theoretischen Physik eingenommen. Sie ist eine Feldtheorie 
weil sie Felder [das elektromagnetische Feld A, (x, y,z,t) und das Elektron) 
feld wy (x, y, z, 1)] einfiihrt. Sie ist zugleich Shee: auch eine Elementarteilchen# 
theorie, weil die Zustinde des quantisierten elektromagnetischen Felde 
Photonen, die Zustiinde des Elektronfeldes Elektronen (Negatonen und Posi 
tonen) beschreiben. Man kann namlich Darstellungen angeben, in dene: 
einem jeden Zustand des Feldes eine ganze Zahl von Elementarteilche: 
(Photonen und Elektronen) mit vorgegebenen Impulsen entspricht. Dil 
Existenz der Teilchen ist keine Annahme, sondern eine natiirliche Konse 
quenz der Quantisierung der Felder. 


Alle fundamentalen FEigenschaften der freien Elektronen und Photone® 
(z. B. deren Spin, magnetisches Moment usw.) werden durch die Quante 
elektrodynamik in Ubereinstimmung mit der Erfahrung wiedergegeben. Auc§ 
die Wechselwirkungen zwischen diesen beiden Feld- und Partikelarten, 
man mit Hilfe einer Stérungsrechnung berechnen konnte, haben eine aus 
gezeichnete experimentelle Bestitigung gefunden. Als Beispiel fiihren 
an Emission und Absorption von Photonen durch Atome, die Entstehung 
und Vernichtung von Elektronenpaaren, Comptoneflekt, Streuung youd 
Elektronen an Klektronen, Bremsstrahlung usw. Erst die Quantenelektras 
dynamik (im Gegensatz zu der eewohnlichen Quantenmechanik) stellt eim# 
Theorie dar, welche die Entstehung und Vernichtung von Teilchen quali 
tativ und quantitativ zu beschreiben imstande ist. Man sollte sich das yer 
gegenwiirtigen, wenn man immer wieder (wie in diesem Bericht) von del 
Gonwierigtciten dieser Theorie spricht, damit die erstaunlichen Leistunge#} 
des Formalismus nicht durch seine Unzulinglichkeiten vollstindig tbeief 
schattet werden. | 

Bald nach der Formulierung der Ansiitze der Quantenelektrody namik wurde} 
auch die ersten Schwierigkeiten entdeckt. Schon im Jahre 1930 wiese! 
WALLER und OPPENHEIMER darauf hin, da die sogenannte Selbstenerg? 
des Elektrons in der niedrigsten (zweiten) Ordnung der Stérungsrechnur 
unendlich ist. Es wird vielleicht von Nutzen sein, sich den Gedankenam 
der Selbstenergieberechnung, ohne rechnerische Einzelheiten, vor Augen ay 
halten. 
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HAMILTON-Operator H setzt sich aus zwei Teilen zusammen 
H=H®44+ 0), 


H®) die Energie freier Teilchen beider Art bedeutet, wihrend H(, die 
chselwirkungsenergie, durch 


HO 6 | aie 7, (a) Agta) 


eben ist; ej,,(2) bezeichnet den Vierervektor der Strom- und Ladungs- 
hte des Elektronfeldes. Die Potentiale A, sind in der. quantisierten Theorie 
eratoren, deren Wirkung auf einen Zustandsvektor | > in einer Erhéhung 
v. Erniedrigung) der Photonenzahl um Eins besteht. Von Null ver- 
jeden sind also nur die Matrixelemente 


<m | A,,(x) | m>, 


denen die Anzahlen m und n der Photonen sich um Eins unterscheiden 
m + 1. Die Operatoren 4, sind also fiir die elementaren Akte der Emis- 
a. und Absorption einzelner Photonen verantwortlich. Mit Hilfe von (3) 
at man, dah die Matrix der Wechselwirkungsenergie keine Diagonal- 
Hmente besitzt; in der ersten Niherung verschwindet also die Selbst- 
rgie. Wenn wir aber, in tiblicher Weise, zur zweiten Niiherung iibergehen: 


HOHE 
fae ae ee 
le aad E,— E,,’ 


mm findet man nichtverschwindende Diagonalelemente 
AU) = KB NEL) |i, 


hier zwei A, aufeinanderfolgen, so daB von Null verschiedene Diagonal- 
mente der Form 


<n|A,|n+1> <n+1]|A4,|”> 


‘treten. 


> Struktur der Diagonalelemente der Formel (4) wird gewohnlich, in bild- 
Wter Weise, so beschrieben, daB ein (virtuelles) Photon zuerst emittiert 
bei das Elektron einen Riicksto8 erleidet) und dann wieder absorbiert 
Vd (wobei der Riickstof riickgingig gemacht wird) und dali das Elektron 
fan in der urspriinglichen Richtung wie ein freies Teilchen weiterfliegt. 
lese Redeweise hat natiirlich keinen tieferen Sinn, weil die virtuellen Pho- 
hen nicht beobachtbar sind, und von einer Zeitdauer dieser virtuellen 
Pozesse keine Rede sein kann. Jedenfalls aber ist diese bildhafte Redeweise 
% Nutzen fiir eine vorliufige Orientierung in den Formeln, die in der 
®rungsrechnung auftreten. 

‘enn wir in nullter Ordnung einen Zustand wiihlen, in dem ein Elektron 
keine Photonen vorhanden sind, dann gibt das Diagonalelement von (4) 
de Korrektur des Energiewertes, die man Selbstenergie des Elektrons nennt, 
iil sie durch die Wechselwirkung des Elektrons mit dem eigenen Felde (in 


mt 
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Abwesenheit anderer Ladungen und wirklicher Photonen) zustande gekouaig 
ist. Nun haben wir iiber alle méglichen Zwischenzustande (iiber alle Tmpul 
werte der virtuellen Photonen) zu summieren. Diese Summe (Integral) dive 
giert aber im Falle der Selbstenergie. | 
Die nichtdiagonalen Elemente von (4) dagegen sind endlich und beschreibe 
wirkliche Streuprozesse. Alle solchen Prozesse lassen sich mit Hilfe sogenanntt 


,,Graphen‘‘ schematisch darstellen. Der ersten Niherung der Stérung# 


YA ASKS 
Ae 


Wb a vb Wa Wo 


LER 


Abb.1 
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rechnung entspricht der Graph Ja (b), der den ElementarprozeB der Emissi¥# 
(Absorption) eines Photons darstellt (die Zeitrichtung von unten nach oben; 
Ganz ihnliche Graphen Jc (d) beschreiben die Erzeugung (Vernichtung 
eines Hlektronenpaares. 
In zweiter Niaherung reprisentieren (beispielsweise) die Graphen Jlaq 
und ¢ den Comptoneffekt, ferner die elastische Streuung zweier Elektrons 
und die Vernichtung eines Elektronenpaares, begleitet von der Emissis 


die folgende Situation: anfangs haben wir ein Photon, das ein Paar v¥ 
Elektronen erzeugt; dieses Paar verschwindet wieder unter Emission eiri3 
(gleichen) Photons. Ks handelt sich also um eine Photonselbstenergie, ¢t 
ebenfalls auf divergente Integrale fiihrt. In dritter Ordnung betrachten yi 
zum Beispiel den Graphen J//a, der eine unelastische Streuung zwel@ 
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onen, oder JJJb der eine Verallgemeinerung des Comptoneffektes 
leutet. Die Matrixelemente erster Ordnung verschwinden alle, weil der 
rgie-Impulssatz nicht befriedigt werden kann. Kine Lichtemission kann 
vorkommen, wenn ein drittes Teilchen (zum Beispiel ein Kern) vorhanden 
der den Impulsiiberschu8 aufnimmt. Die Wechselwirkung mit diuBeren Teil- 
n (Feldern) stellt man gewéhnlich durch einen Punkt auf dem Graphen 
. [Va bedeutet also die Streuung eines Elektrons in einem auSeren Felde. 
tt einer Streuung kann JVa@ auch einen gebundenen Zustand des Elek- 
ns repriisentieren. [V6 beschreibt eine Paarerzeugung durch das aufere 
d. Va bedeutet entweder eine nichtelastische Streuung, begleitet von 
er Photonemission, oder die Lichtemission in einem gebundenen Zustand 
Fchtemission eines Atoms). Vb dagegen bedeutet eine Lichtstrahlung, 
eugt durch das aiuBere Feld, die so zustande kommt, daB das auBere Feld 
virtuelles Elektronenpaar erzeugt, das unter Lichtausstrahlung wieder 
ichtet wird. Den durch Vb beschriebenen Sachverhalt nennt man 
kuumpolarisation, weil hier das auBere Feld eine von Null verschiedene 
ungs- und Stromdichte (von virtuellen Elektronenpaaren) erzeugt, also 
e Art von Polarisation des Elektronenvakuums hervorruft. Die Rechnung 
gt, da auch der Vakuumpolarisationsstrom zu Unendlichkeiten fihrt. 
haben also zwei Quellen von Divergenzen kennengelernt: die Elektron- 
stenergie und die Vakuumpolarisation (die auch mit der Photonselbst- 
rgie eng verwandt ist). Es ist leicht zu sehen, da diese zwei Arten von 
endlichkeiten, die mit den Graphen JJd und JJe (oder Vb) verkniipft 
d, eine Berechnung von Korrekturen héherer Ordnung fir die Streu- 
esse und die gebundenen Zustinde verhindern. Zur elastischen Streuung 
auBeren Felde (IVa) haben wir u. a. Korrekturen, die durch VJa oder 
b reprisentiert werden. Die Graphen VJa oder VIb enthalten Teile vom 
us einer Selbstenergie oder einer Vakuumpolarisation. Dasselbe gilt auch 
Korrekturen fiir Streuprozesse, in denen keine aéuBeren Felder eine Rolle 
elen, wie es die Graphen VJJ zeigen, die Korrekturen zum Comptoneffekt 
reben. Wir erkennen sofort, dafi VI[b und c Teile vom Typus der Elektron- 
bstenergie, und VJId solche vom Typus der Vakuumpolarisation ent- 
Iten. Die entsprechenden Formeln sind mit divergenten Integralen be- 
ftet, was die Korrekturen héherer Ordnung unbrauchbar macht. Der 
rmalismus der Quantenelektrodynamik war nur in der ersten Naherung 
c Stérungsrechnung anwendbar (d. h. nur die ersten nichtverschwindenden 
uherungen eines jeden Prozesses waren brauchbar). 

egen der ausgezeichneten Ubereinstimmung der ersten Niherung mit der 
fahrung war es zunichst nicht klar, ob iiberhaupt Korrekturen héherer 
dnung der Wirklichkeit entsprechen. Einige Autoren haben sich (vergeb- 
h) bemiiht, die Theorie in der Weise abzuaindern, dafi alle Korrekturen 
tomatisch Null ergeben. Die neueren experimentellen Ergebnisse haben 
er gezeigt, dafs Korrekturen wirklich existieren miissen, insbesondere die 
‘ahlungstheoretischen Korrekturen fiir die Energieniveaus der Atome 
AMB-shift) und die Korrektur fiir das magnetische Moment des Elektrons. 
ssen wir vorlaiufig die Frage beiseite, ob es noch andere Konvergenz- 
iwierigkeiten gibt, und konzentrieren uns auf das Selbstenergieproblem. 
enn man mit Hilfe der traditionellen St6rungsrechnung die Selbstenergie 


: 
; 
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eines tuhenden Elektrons berechnet, dann findet man, daB sich der forme 
(divergente) Ausdruck fiir die Selbstenergie nicht nach den gewohnliche 
Regeln der Relativititstheorie transformiert. Dieser Umstand hat zu 
weitverbreiteten Meinung beigetragen, die Konvergenzfrage sei eng mit del 
Koyarianzproblem der Quantentheorie (Vereinbarkeit der Postulate dé 
Quantentheorie und der Relativitat) verkniipft. 
Es herrschte noch vor ein paar Jahren Verwirrung in bezug auf diese Fray 
war doch die Quantenmechanik auf dem HAMILTON-Formalismus aufgeba 
welcher die Zeitkoordinate stark auszeichnet. Die (kanonischen) Ve 
tauschungsrelationen beziehen sich auf einen und denselben Zeitpunk 
was keine invariante Bedeutung zu haben scheint. Dariiber hinaus pfleg; 
man sich gewohnlich des sogenannten SCHRODINGER-Bildes zu bediene\ 
in dem der Zustandsvektor von der Zeit, die Operatoren dagegen (also an@ 
die quantisierten Feldfunktionen A,,, YW) zwar von den Raumkoordinates 
nicht aber von der Zeitkoordinate abhingen. Andererseits sind die Fele 
gleichungen (die MAXWELIschen Gleichungen und die D1RAc-Gleichuni 
LORENTZ-invariant, und man konnte auch das HEISENBERG-Bild benutze! 
in dem die Zeitkoordinate nicht ausgezeichnet wird. Unglicklicherwei 
kennt man die Vertauschungsrelationen zwischen den Feldfunktionen 1 
HEISENBERG-Bild fiir zwei willkiirliche Zeitpunkte nicht explizite (aub: 
im Falie wechselwirkungsfreier Felder), weil auch die exakten Lésungen dé 
Feldgleichungen im alizematnen unbekannt sind. 
Klarheit in bezug auf die Frage der LORENTZ-Invarianz wurde erst durchd 
Arbeiten von 'TOMONAGA (1946) und SCHWINGER (1948, 1949) geschaffe 
TOMONAGA hat ein neues ,,Bild“ gefunden, das sozusagen eine Mittelstel hu 
zwischen dem SCHRODINGER- und dem HEISENBERG-Bild einnimmt. 
TOMONAGA sind die Feldfunktionen zeitabhingig, erfiillen aber die Fela 
gleichungen ohne Wechselwirkung. Ihre Vertauschungsrelationen sind ali 
die der wechselwirkungsfreien Felder, die bekanntlich explizite LORENT 
invariant geschrieben werden kénnen. Giibe es also keine Wechselwirkur 
so wire dies identisch mit dem HEISENBERG-Bild. Da es aber eine Wechs#l 
wirkung gibt, ist der Zustandsvektor nicht zeitunabhingig, sondern befriedii 
eine Gleichung, die sich von der SCHRODINGER-Gleichung ae ee dadur: 
unterscheidet, da8 an Stelle des HAMILTON-Operators H = H® + HO ni 
der Wechselwirkungsanteil H( auftritt. Diese counter 
Gleichung ist der Form nach noch nicht LORENTZ-invariant ; TOMONAGA hi 
aber gezeigt, dafs man sie auf kovariante Weise umschreiben kann, wei 
man die Ebenen ¢ = const durch allgemeinere Flichen o mit zeitartigi 
Normalenrichtung 7, ersetzt. Die Klektrodynamik von TOMONAGA ist evide! 
LORENTZ-invariant; die traditionelle Formulierung mit Hilfe von Zeiteben: 
an Stelle der allgemeineren o-Flichen bedeutet nur eine Spezialisierung ui 
ist im allgemeinen Fall mit einbegriffen. Also ist die traditionelle Theo 
nur der Form nach, nicht aber dem Wesen nach, unrelativistisch. In ander 
Worten: die Quantenelektrodynamik ist eine kovariante Theorie, nur ii: 
die traditionelle Schreibweise das nicht leicht erkennen. 
Warum also transformiert sich die Selbstenergie nicht in kovarianter Wei! 
also wie die vierte Komponente eines Vierervektors ? Die Anwort laut 
daB die Selbstenergie durch einen mathematisch sinnlosen Ausdruck gegebi 


. 
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, durch ein divergentes Integral, das keinen bestimmten Wert hat. Eine 
“PRENTZ-Transformation bewirkt eine Transformation der Integrations- 
iablen, da aber in einem divergenten Integrale auch die Transformationen 
fon Variablen keinen Sinn haben, mag auch jeder Schlu8 auf die Trans- 
rmationseigenschaften irreleitend sein, und die Selbstenergie eines ruhenden 
silchens kénnte eine ausgezeichnete Stellung gegeniiber der Selbstenergie 
nes bewegten Teilchens einnehmen. 


n kommen wir zu der Idee von SCHWINGER: Wenn es geliinge, die Rech- 
ngen auf eine evident invariante Weise zu fiihren (insbesondere nirgends 
‘pn einem speziellen Koordinatensystem Gebrauch zu machen), dann gibe 
auch keinen Grund fiir eine Auszeichnung des ,,ruhenden‘‘ Systems, 
Jad die so berechnete Selbstenergie miiBte sich in kovarianter Form ergeben. 
ie Rechnungen von SCHWINGER, die in konsequenter Weise kovariant 
chgefiihrt sind, haben nun gezeigt, daB sich die Selbstenergie des Elek- 
ons auf eine zusitzliche Ruhmasse (also eine Invariante) zuriickfiihren 
Bt. Diese zusaitzliche Masse 6m (eine Feldmasse) tritt additiv zu der mechani- 
*hen Ruhmasse mp. Natiirlich ist die Selbstmasse 6m des Elektrons, ebenso 
ie die auf traditionelle Weise berechnete Selbstenergie, unendlich. 


7. 


e SCHWINGERsche Idee der Massenrenormierung lift sich nun so aus- 
iicken: Wir haben keine experimentelle Méglichkeit, die mechanische 
asse von der Feldmasse der Teilchen zu unterscheiden. Im Experiment 
itt immer nur ihre Summe m = m + 6m auf, deren Wert wohlbestimmt 
Tt. Es wire also falsch, die mechanische Masse m, (die allein bei Abwesen- 
Veit jeder Wechselwirkung erscheinen wiirde) mit der experimentellen Masse m 
Hu identifizieren. Die mechanische Masse m, (die Masse des ,,nackten‘ Teil- 
hens) ist nur eine Abstraktion, die formal als Differenz der experimentellen 
@lasse und der (zu berechnenden) Feldmasse dargestellt werden kann. Man 
at also die divergenten Integrale auf eine invariante Form zu bringen und 
fhann die (endliche oder unendliche) Ruhmasse m) + dm auf den endlichen, 
yus der Erfahrung bekannten Wert zu renormieren. 

Aan darf hoffen, auf diese Weise die Konvergenzschwierigkeiten zu iiberlisten 
nd die St6érungsrechnung auch in héheren Ordnungen verwenden, also die 
Worrekturen fiir die Ausdriicke der ersten nichtverschwindenden Ordnung 
erechnen zu k6nnen. 

3ald zeigte sich, daB neben der Massenrenormierung auch eine Ladungs- 
Yenormierung noétig ist, um die Konvergenzschwierigkeiten zu vermeiden. 
Die Renormierungsmethoden werden wir im nichsten Abschnitt, an 
Hem besonders lehrreichen Beispiel der Vakuumpolarisation, ausfiihrlich 
dehandeln. 

Jie Lektiire der Originalarbeiten von SCHWINGER (und der meisten Autoren, 
lie Renormierungsmethoden untersuchen) kann bei dem Leser den falschen 
‘Hindruck hinterlassen, die Renormierungstechnik sei mit der Verwendung 
des oben erwiihnten TOMONAGA-Bildes aufs engste verbunden. Das ist aber 
Aurchaus nicht der Fall. Die Arbeiten von KALLEN (1950) und YANG & FELD- 
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§ 2. Vakuumpolarisation als Beispiel fiir die Renormierungstedhnik 


Wir fiihren natiirliche Einheiten c = 4 = 1 ein, so daB die Elektronenladt ng 


e a Ree ‘ » wal eee 
= eine dimensionslose GréBe wird. Die Stérungsrechnung is 


i a 

Vic Yy137 e ; | 
einer Potenzreihenentwicklung nach Vie gleichwertig. Wir nehmen : 
das elektromagnetische Feld A, sei ein nichtquantisiertes, durch duBeral 
Ladungen (z. B. durch Protonen) hervorgerufenes Feld. Wir nehmen “a 
an, daB das elektromagnetische Feld in weiter Vergangenheit ({—> — 
Null war und adiabatisch mit der Zeit anwachst, um dann in einer fernery 
Zukunft (t—> + oo) wieder auf Null abzusinken. Daneben betrachten mir 
ein quantisiertes Elektronenfeld Y fiir welches bei t—> — oo der Vakuumd 
zustand | 0 > herrschte. Dieses Feld steht in Wechselwirkung mit dem elek4 
tromagnetischen Felde, ist also durch die DIRAC-Gleichungen bestimmt: 


0 
1] Se Yi) = iey, A 
(1) (7. Ox, ar ) y Vues ey 
a 4 
Oa, VY n = my Sa iewypAy; 


die y, sind die DirAcschen Matrizen mit den Eigenschaften 


(2) {Yu yi as Vy at Vo Vu = 2 On Y> 
e 
[ 


wihrend p das hermitesch konjugierte zu y, mit y, multipliziert, bedeutet’ 


(3) y= pry 
Wenn das elektromagnetische Feld zu keiner Zeit geniigend stark ist, um 
Elektronenpaare erzeugen zu kénnen, wird fiir t—» + oo ebensogut wie’ 
fiir ¢—> — co der Elektronenvakuumzustand herrschen. i 
Die Anfangsbedingungen werden besonders klar ersichtlich, wenn man di¢ 
differentiellen Gleichungen (1) durch gleichwertige Integralgleichungen ersetzt | 
(4) w (a) = yl) (2) — te f d4x’ GO (@ — 2") yy Ay (2') y (2') 
y (x) = pl (x) — ie f dea! p(x’) Ay (2") yp GO (x’ — x), 


wo yw eine Lésung der DrrAc-Gleichung ohne Wechselwirkung bedeutet 
(5 “+ m) yo =0 
Q ba em |e) 
m9 ea 4 : 
wihrend der Kern G eine Grundlésung der inhomogenen DIRAC-Gleichungist 


(9) (vs zs 7 m) GO) (x) = — 64 (2), 
7 
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» Ol (aw) die (vierdimensionale) DiRAcsche 6-Funktion bedeutet. Die (formale) 
eichwertigkeit von (4) und (1) ist ersichtlich, wenn man von beiden Seiten 


f (4) den Operator y,, ~ -++ m austibt und von (5) und (6) Gebrauch macht. 
Le 


e Grundlésung G) ist erst bestimmt, wenn wir als Anfangsbedingung das 
erschwinden von G) auf der (raumartigen) Flicheo annehmen. Dann fallt 
*) (x) mit y (#) auf o zusammen und bestimmt die Anfangsbedingung fiir 
e Lésung y (x). Aus rechnerischen Griinden ist es angemessen, die Fliche o 
unendlich ferne Vergangenheit (oder Zukunft) zu verschieben. Dann wird 
*) eine ,,einlaufende* (oder ,,auslaufende‘‘) freie Welle, die fiir t —» — oo 
der i —> oo) asymptotisch in y tibergeht. Man kann die Gleichungen auch 
bezug auf Vergangenheit und Zukunft symmetrisch machen, etwa indem 
an die beiden Gleichungen mit o—> — co und o—> + ov addiert und dann 
ch 2 dividiert. Dann erhalten wir neue Gleichungen: 


yp (z) = yp (x) —ie | dt’ S(@—2') yy, A, (2') p (2’) 


y (x) = yp (x) —ie [ dte p(z) ¥yAp (2) S\(x — x). 


>) ist die halbe Summe der ein- und auslaufenden Welle, die Grundlésung S 
eine symmetrische Funktion: 


S(—2x,) = 8 (z,). d 


e Eigenschaften der S-artigen Funktionen sind im Anhang |] zusammen- 
stellt. 

die y ) Losungen der wechselwirkungsfreien DiRAC-Gleichung (5) sind, 
B fiir ihre invarianten Anti-Kommutatoren gelten: 


{y (a), pO (a’)} ——iS (x— xz’) = —i (v4 a —m) A(x— 2’), 
Oxy, 


{yO (x), pO (x’)} = {yp (x), p(a’)} =0. 


kénnen die Lésungen in Potenzreihen nach —— entwickeln 
he 


p= yO) + ey) + e2 yl") Tees 

' d aus (7) schrittweise berechnen: 

yp") (x4) = —1 : d4 x’ § (x — x’) y, A, (z') p@-) (2’). 
se Ladungs- und Stromdichte ist: 


+ — + — 


5 ly (2), Yu y (#)] = 5 ly” (x), Yup (x)] +e [pOa), yap (x)] + 


» $e fyO(x), yay (ay) to = HOC) + HOU) too 
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Mit Hilfe von (11) wird die Korrektur erster Ordnung: : 


i (a) = & faba! Ay 2") (ip (2") 7 8 (2! — 2), 749 (2)] + 


(13) + [py (x), YuS (@ — 2’) yo pO (2’))). 
Fiir den Vakuumzustand | 0) finden wir den Erwartungswert 
(14) £0 | ju (a) [OY = <0 | 5 (x) | Oy + <0 | J) (w) | OD + + 


Das erste Glied in (14) ist offenbar gleich Null, das zweite dagegen ist vo! 
Null verschieden, weil das elektromagnetische Feld Paare von virtuelle 
Elektronen erzeugt, die eine nichtverschwindende Ladungs- und Strom 
dichte ergeben. Die Rechnungen (im Anhang 2 durchgefiihrt) ergeben dai 
Resultat | 


(15) <0 | j (x) |0> =—e fd*a’ K,,(«— 2’) A, (x), 


wo 


(16) K,,(x) = 4 


—_—— 


dAQ) dA OAM OA dAW 0A 
Ons ( i 


' = Riba, Stns 2A A 
ar. ap Ot One Ox, Ox, zs 4} 


Mit Hilfe der FOURTER-Transformation 
1 . 
al bE EO fea etry a 37 
(17) 1.8) = en! ? ketkaraf (k) 
finden wir fiir die einzelnen FoURIER-Komponenten von j,, K,, und A, @ 
Beziehung 


(15’) <O | 90) (&) | 0) = —e K(k) A, (Kk). 


Die Transformierte K,,,(k) folgt aus (16) mit Hilfe der FouRIER-Darstellungg 
der A- und A@)-Funktionen, die im Anhang 1 angegeben sind: 
Oe) eee 


Ae | 
(2 2)3 | d4 Pp {Py (Py a ky) lig Pp» (Pu —k,) ae Gas [Pa (pa—ky) — m?]} ; 


(18) x 0 (pa Pa + m?) . 
(Pa — ka) (pa — ky) + m? 


Die weiteren Rechnungen werden etwas erleichtert, wenn man von C2 
‘ 0 7) 

LORENTZ-Konvention aa A, = 0 und der Kontinuititsgleichung .~— j, = 

jet § ga 

Gebrauch macht. Aus allgemeinen Kovarianzgriinden mu8 der Tensor K av 

von der Form 


(19) Kuy(k) = ky kya (k) + Spy (k2) | 
| 


sein, wo a und b Funktionen der Invarianten kh? = k,k, sind. Wegen ¢¢ 
LORENTZ-Konvention, die im k-Raum kh, A, (k) = 0 lautet, verschwindet ¢@ 
Glied mit a (k*) in (15), und es bleibt nur 


(20) <0 | ju(k) | 0> = — ed (k*) A, (h). 
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Vegen der Kontinuitiitsgleichung ist aber 


ku ju (k) = ky (tuky @ + dnb) A, (k) = 0, 


by) a+b =0, 
jo da 
1 8 
BE) Rawle) = ge] Oe Be (Pe — Ba) 
O (pi + m*) 
* (p— he pm? 


' ier wurde zur Abkiirzung p? statt p, p, geschrieben. Mit Hilfe der Variablen- 
translation 


; 1 
p= Pp rm) k 
nd mit den Bezeichnungen 
if 1 
ep PO ery te PO 


6 (pt) pt? + m?) 
a pe?) p?) + m? 


Durch eine Transformation p’—> — p’ wird p“) @ p®), so da man (25) sym- 
netrisieren kann: 


4 
6) b (k?) = saat ® p (2 m2 =p) p)) x 


i POD + me) de ve +m) 
“| p@ p@ +m? PDE) fem.) 
Jer Klammerausdruck Ja8t sich auch schreiben: 


6 (papa + hap, + m+ 4k, k,) 4 6 (Pa Pa— hapa +m + 4 Kaka) _ 


—2k,p, 2kapa 


27) 


1 
=—+/ du 0’ (pap, + m® + 4 ky ka, + ky par), 
=f 


il 
; f du [a4 p (2m? — pp) pe x 


xX O (papPat m+ thikg+ ka pau). 
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Mit einer neuen Variablentransformation 


(29) p =p+tku, 
wodurch 
(29) pu=tk(l—u)+p, p@M=—jtk(l+u)—p’ 
wird, bekommt man 

2 a } 
(30) OY =a ge | AM RON ts tetra ae 


x 8 [p? + m? + 4h (1—w)]. 
Spalten wir jetzt das Integral in (30) in zwei Teile J = J, + Jy, wo 


(31’) a du { d+ p [p® + 2m? + 4k* (1 —u*)] x 
“1 x 6 [p+ m? +427 (1— wu], 


i 
(31) I,=—4 | dufdtpP (lL—w) 0 [p? +m? +42 (1 —w)] 


anil 


Das erste Integral berechnen wir mit Hilfe der FoURIER-Darstellung des 
Funktion 06’, 


— co 


(32) d (a) = | dace, 
rs eae 
ZU 
Bu Ge : 
(33) L= a J du | daa | d*p (p? + 2 A) efale+ 4), 
wo 
(33’) A=m*+ 4k (1— u?). 


Die Integration iiber p kann man ausfiihren mit Hilfe der Formeln 


ee bs tear 2 x2 
ee) [peter ——— (a), [ d*pp* eter — — a €(@); 
wo 
(35) é(a) = +1 fir a 20. 
Dann wird 
cure, i at 
(36) Were | du | daae (a) (<3 + Sa) tes 
= i 
: ae d eiaa 
S370) au 1 mae eV 
/ J Pee da « 


-1 — 0c 
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0 
: - d etaA d ciaad 
= d Cua Se as) 
ix | "(fae fon) 
0 — © 


3 : eiad 
<—ix | du( tim + tim ) : 
a a 


> +0 a>—0 


ieses Integral darf im Sinne eines Hauptwerts berechnet werden: 


z A 2 
) Lan [dud =2nf du(mt+ > —wt)) = dam + gab, 
—1 —-1 


zweite Integral kénnen wir partiell integrieren: 


1 £ 1 


r 3 
| du a —w = (u— 5) o 
1 


a 
= 40 (p? +m) =| du («—4) 8 (p? + A) (— >): 


lit Hilfe der Formel 


i r IU 
39) | po" (pap, + A) = 7 
ekommt man 
é : - 2h 4-432 
40) eS ie fa) = fide a) 
J 8 re A 
der, mit (32) 
l ~ +0 al : 
zi <M Bia) gi 3 3 ; u? (1 — 1 w?) 
@ a OG ew ss 1 3 é 
Bt 2 Mi tated 8 : er + 4k? (1 — wu?) ’ 
aon aft 
30) mit (37) und (40’) ergibt: 
ve 
; m? 1 1 ‘ SU) Ae 
; poh eae SNL IN i 
kes wo 37° 1 (5 5 1 24 x i a ‘te ) ‘ 


Jas letzte Integral ist konvergent (fiir groBe Werte von k? ist es konvergent 
Is Hauptwert) und la8t sich in eine Potenzreihe nach k? entwickeln. Wir 
aben also 


£2) b (kK?) = by + b,-k? + bn kA +e--, 


ee 
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wo 6, durch ein logarithmisch divergentes Integral gegeben ist, waihrend ei 
patierent Rosffizionten endlich sind. Mit (20) bekommen wir also einen div 
genten Ausdruck fiir den Vakuumpolarisationsstrom 


(43) <0 | ju (&) | OD = —e (by + 0, ? + by k4 + -++) Ay (hk) 
oder, im x-Raum: 
(44) <0 |%u @) | 0} = —¢ (0p —— 0) DA On LP =) ge) 


Das elektromagnetische Feld A, ist durch die iuBere Ladungs- und Strom{ 
dichte I, (2) erzeugt. Wir haben a gesehen, dai notwendigerweise auch: 
ein Vakuumpolarisationsstrom <0 | jy (x) | 0> hinzukommt, so daf wir es ie 
lich. mit einem Felde A, zu tun haben, welches von zwei Stromdichter 
herriihrt : 


(45) OA, =—el,—eO| 4, | 


oder 
(46) O4A,=—el, + & (bo —6 OO + b2 1? + ++) Ay. 
Die letzte Gleichung laiBt sich auch so umformen: 
220, é e* bp 
47 Sa persis Bee (a= vi bee 
OU, Cp eth (Pl eth 


oder, bis auf Glieder héherer Ordnung als e?: 


te 
(48) Oe Oe Ae = Foe gag Po ee 


Man erkennt, dai 2b) die Rolle einer Photonenmasse spielt, wéahren 
e c 5 a ; 
PES an Stelle von e, die Rolle der Ladungskonstanten bei J, tibee 
€ ’ 
1 
nimmt. Da die experimentelle Masse der Photonen verschwindet, miissel 
wir von vornherein eine mechanische Photonmasse my = — e? by einfiihrer} 
die die Selbstmasse zu Null kompensiert. Als BS eta Ladung, d¢ 


1 : 
bekanntlich @exp = yist ist, haben wir die GréBe ~ lace p, und nicht e 2] 
ol 
bezeichnen. Dann bleibt (bis auf Glieder héherer oe 
(49) LJ Wh ie CERT ‘f —= exp by Lz Lis aye ee 


Wenn man (49) mit (46) vergleicht, dann sieht man, daB die Renormierung 
einfach auf dem Weglassen der beiden ersten Koefizienten by und b, dé 
Entwicklung beruht. b) ist verkniipft mit der Selbstmasse, b, zit der Selbsii 
ladung. Beide sind nicht nur mathematisch, sondern auch picyevkelice sin) 
los. by ist zwar endlich, es ist jedoch sinnlos, weil in einer eichinvariantd 
Elektrodynamik kein Platz fiir eine Photonmasie ist. Man darf auch nic. | 
vergessen, dal} der endliche Wert von 6) nur durch eine besondere Art vol 
Grenziibergang herbeigefiihrt wurde, was aus (36’) ersichtlich ist. Mit ein? 
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veinderten Rechenmethode hitte man auch einen unendlichen Wert 
die Photonselbstmasse bekommen kinnen. Erst nach Wegschaffen von 
und 6, bleibt ein Ausdruck fiir den Vakuumpolarisationsstrom iibrig, der 
vohl mathematisch wie auch physikalisch sinnvoll ist. 


Das Problem der inneren Konsistenz der renormierten Elektrodynamik 


2 im zweiten Abschnitt an einem Beispiel erliuterte Renormierungstechnik 
1 nun hinsichtlich ihrer Eindeutigkeit gepriift werden. Die langwierigen 
id komplizierten Umformungen der divergenten Integrale, die wir durch- 
tihrt haben, lassen einige Zweifel an ihrer Richtigkeit aufkommen. Ins- 
‘bondere soll hervorgehoben werden, daB wir zum SchlufB dieser Rechnungen 
ye von Null verschiedene Photonmasse erhalten haben, was im Wider- 
such zur Eichinvarianz des Formalismus steht. Man kénnte die Rechnungen 
h in etwas abgeinderter Form durchfiihren (indem man von der Eich- 
varianz explizite Gebrauch macht) und die Photonselbstmasse vermeiden. 
h dieser Methode hat SCHWINGER in den zitierten Arbeiten gerechnet. 
haben einen anderen Weg eingeschlagen, und zwar aus zwei Griinden: 
#tens weil auf diese Weise die Durchfiihrung der beiden Renormierungen 
r Masse und der Ladung) an einem und demselben Beispiel praktisch 
Weigt werden konnte, und zweitens, um damit die inneren Widerspriiche 
s Formalismus klarer zum Vorschein zu bringen. Diese Widerspriiche, 
mit der Frage der Eichinvarianz im Zusammenhang stehen, sind aber 
mht von gréBerer Bedeutung, weil sie sich nur auf die unphysikalischen 
me beziehen, die durch die Renormierung ohnehin verschwinden. Viel 
htiger ist die Frage, ob das eindeutig und sinnvoll ist, was nach 
chfiihrung von Massen- und Ladungsrenormierung tibrigbleibt. Im Falle 
Vakuumpolarisation fiihren alle kovarianten Methoden verschiedener 
@toren zu einem und demselben (renormierten) Polarisationsstrom, der auch 
Biirekt eine experimentelle Bestaétigung im LAMB-shift gefunden hat. Wir 
anen aber ein anderes Beispiel, wo auch nach der Renormierung ein sinn- 
es Resultat bleibt. PAIS und EPSTEIN (1949) haben gezeigt, daf auch nach 
# Renormierung das Elektron eine von Null verschiedene Selbstspannung 
Fsitzt, was im Widerspruch zu den Partikeleigenschaften des Elektrons 
sht. Es handelt sich um folgendes: man berechnet den Erwartungswert des 
Jergie-Impuls-Spannungstensors des gesamten Feldes (d. h. des Elektron- 
Hes und des elektromagnetischen Feldes) fiir einen Zustand, in dem kein 
Joton, aber ein Elektron vorhanden ist. Die Notwendigkeit fiir das Ver- 
@winden der (gesamten) Selbstspannung des Elektrons beruht auf dem 
prervektorcharakter der Energie und des Impulses; dies wiederum folgt 
43 der Divergenzfreiheit des Spannungstensors. Wenn man die strahlungs- 
oretischen Korrekturen zur Divergenz des Spannungstensors berechnet, 
Jdet man divergente Integrale, deren Integrand die Form einer Differenz 
geier Terme hat, die sich nur durch eine Verschiebung der Variablen von- 
dander unterscheiden. Wiren beide Teile konvergent, so wiirde ihre Differenz 
-schwinden. Da aber die beiden Teile divergieren, bekommt man ein end- 
jnes, aber von Null verschiedenes Resultat. Wie BOROWITZ und KOHN (1952) 
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hervorgehoben haben, soll man sich in solchen Fallen mehr auf physikali 
Prinzipien als auf mathematische SchluBfolgerungen stiitzen. Wenn man 
erkennt, daB ein (nichtwohldefiniertes) Integral aus physikalischen Grii 
Null sein sollte, so soll man es stets durch Null ersetzen, wo man es 
finden mag. Man erkennt, daf aus dem Prinzip der Energieerhaltung de 
Verschwinden eines nichtwohldefinierten Integrals folgt. Dasselbe Integra 
tritt auch in dem Ausdruck fiir die (gesamte) Selbstspannung auf, man so 
es also durch Null ersetzen, wodurch die Selbstspannung auf Null redefinie 
wird. Die Situation ist analog der bei der Massen- und Ladungsrenormierun; 
die auch auf einer Redefinition mehrdeutiger Ausdriicke beruht. =| 
Es ist natiirlich nicht angenehm, die mathematische Struktur eines F ormalil 
mus durch physikalische Argumente immer wieder unterstiitzen (oder ve 
gewaltigen) zu miissen. Um diesen Schwierigkeiten zu entgehen, habe 
PaAuLI und VILLARS (1949) eine Regularisierungsmethode entwickelt. | 
Regularisierung beruht auf einer Ersetzung urspriinglich nicht wohldefinierti 
Ausdriicke durch eine Linearkombination ahnlich gebauter Ausdriicke 
verschiedenen Massen M), M,, ..., wo die erste Masse mit der Elektro; 
oder Photonmasse identisch ist, wihrend alle iibrigen durch einen Greni 
iibergang am Schlu8 der Rechnung unendlich gemacht werden [siehe au 
STUECKELBERG und RIVIER (1948), FEYNMAN (1949b), die als erste d 
formale Regulierung durch Hilfsmassen durchfiihrten]. Durch die Regulau 
sierung befreit man sich von den nicht-eichinvarianten Termen; man kar 
ohne Gefahr neue Integrationsvariablen einfiihren, die Ordnung der Int: 
grationen vertauschen und sogar nichtrelativistisch rechnen (z. B. bei eim 
d*k-Integration zuerst iiber ky integrieren). Die Regularisierung durch Hil 
massen ist auch niitzlich in Fallen, in denen ein Integrand aus mehrers 
Summanden besteht, so da zwar das Integral der Summe existiert, nicl 
aber die Summe der Integrale. Nach einer Regularisierung darf man ¢ 
Summanden einzeln integrieren, was manchmal viel einfacher ist. 

Um allen Schwierigkeiten (auch denen, die mit der Selbstspannung zusamm 
hingen) zu entgehen, muB man die Regularisierungsvorschriften so form 
lieren, da sie einer Ankopplung einer Anzahl von Hilfsfeldern, auch nj 
imaginiren Kopplungskonstanten, gleichwertig sind [VILLARS (1950); ROH# 
LICH (1950); YUKAWA (1951); UMEZAWA (1951)]. Dann st6B8t man aber ef 
Schwierigkeiten hinsichtlich der Hermitizitiit der Observablen. Man ma 
also schlieBen, daB, vom mathematischen Standpunkt, die Quantenelekt¢ 
dynamik (einschlieBlich der Renormierungsmethoden oder der Regularisieruig 
keinen wirklich befriedigenden und konsequenten Formalismus darste 
Andererseits soll man nicht vergessen, wie groB sein praktischer Wert i 
der die Korrekturen zu dem magnetischen Moment des Elektrons und «| 
Verschiebung von Spektrallinien (LAMB-shift) in voller Ubereinstimmung 1 
der Erfahrung zu berechnen erlaubt. 1 


ae he : : e . a 
Wegen der Kleinheit der Kopplungskonstanten -— = ——— sind héhil 


hc W137 
Korrekturen (auBer der ersten Korrektur) von geringer praktischer Bedeutul 
Vom theoretischen Standpunkt ist es aber wichtig zu wissen, ob auehl] 
héheren Niiherungen die Divergenzen nur‘in Form von Selbstmasse vf 
Selbstladung auftreten, ob also nicht neue Arten von Unendlichkeiten v} 


( 


Cl, 
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men. Mit diesen Fragen hat sich vor allem Dyson (1951) beschiftigt 
zeigte, dab die Selbstenergie auch in allen héheren Niiherungen sich auf 
renormierbare Selbstmasse zuriickfiithren laiBt. Es scheint aber, dak 
er Masse und Ladung auch die Feldfunktionen y des Elektronfeldes 
miert werden miissen [KALLEN (1952)]. Nach diesen Renormierungen 
1 alle einzelnen Niherungen der Streumatrixelemente (S-Matrix von 
ISENBERG) endlich. Die Renormierung liBt sich auf eindeutige Weise 
hfiihren und gestattet, die Streumatrixelemente in Form einer Potenz- 
e nach der experimentellen Ladung formal darzustellen. Ob diese Reihe 
vergiert, weil} man allerdings bis jetzt noch nicht. 

Dinge werden noch verwickelter, wenn man zur Untersuchung der 
vartungswerte von Dichten (j,, 7',,) in héheren Naherungen iibergeht. 
HON zeigte, da diese Dichten unendlich sind, auch nach der Renormierung, 
aber ihre Mittelwerte (iiber endliche Raum-Zeit-Gebiete) endlich und 
ivoll sind. Im Zusammenhang mit der Dysonschen Analyse der Dichten 
ervabler GréBen kann man einwenden, da das ToMONAGA-Bild (die 
raction representation) keineswegs ein praktisches Mittel zur Berechnung 
HEISENBERG-Operatoren bietet. Umstindliche Uberlegungen sind dann 
g, um zu zeigen, da die (so oft in den Rechnungen vorkommende) Funk- 
Le (x) = +1 fir x Z 0 sich stets mit den A-Funktionen zu A =— eA 
ammenfassen lift. In diesem Falle ist es einfacher, von Anfang an im 
ISENBERG-Bild zu arbeiten und insbesondere die Integralform der Feld- 


hungen [Formel (7) des § 2] zu benutzen, wo die A-Funktionen von vorn- 
sin auftreten. Diesen Weg hat KALLEN (1952) eingeschlagen und die 
antenelektrodynamik so formuliert, daB nur die renormierten Operatoren 
HEISENBERG-Bild) auftreten und die Renormierungskonstanten durch 
Operatoren sowie die experimentelle Masse und Ladung ausgedriickt 
(statt, wie bisher stets, als eine formale Reihe mit lauter unendlichen 
sdern). 

z groBer praktischer Verdienste macht die moderne Quantenelektro- 
Mamik (einschlieBlich der Renormierungstechnik) den Eindruck einer 
ollstiindigen Theorie. In der zukiinftigen Quantenelektrodynamik wird 
vahrscheinlich weder unendliche noch mehrdeutige Integrale in den Zwi- 
enstadien der Rechnung geben. ; 


§ 4. Die Renormicrungsfragen in den Meson-Theorien 


wollen noch kurz die Renormierungsfragen in den Meson-Theorien 
prechen. In einigen Meson-Theorien, ebensogut wie in der Elektrodynamik, 
ifen sich die Selbstenergien auf (unendliche) renormierbare Selbstmassen 
Kiickfiihren. Man findet auch Unendlichkeiten, die durch Renormierung 
© Kopplungskonstanten (in voller Analogie zur Renormierung der Ladung) 
“mieden werden kénnen. In den meisten Meson-Theorien st6Bt man aber 
fon bei der Berechnung der ersten Niherung bei einigen Streuprozessen 
» neue Unendlichkeiten. Zum Beispiel ist die Meson-Meson-Streuung 
Sergent in einer skalaren (oder pseudoskalaren) Meson-Theorie mit einer 
#laren (pseudoskalaren) Kopplung. In der pseudoskalaren Theorie mit 
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vektorieller Kopplung ist (in vierter Ordnung) die Neutron-Proton-Strew 
divergent. Divergenzen solcher Art lassen sich durch keine Renormieruns 
methode vermeiden; in den Meson-Theorien stehen die Dinge also viel schli 
mer als.in der Elektrodynamik. 
Im Zusammenhang mit dem Problem der Anwendbarkeit von Renormierun; 
ideen auf verschiedenartige Feldtheorien wollen wir ein von HEISENBE| 
(1939) stammendes und von SAKATA (1952) erweitertes Kriterium anfiihr¢ 
Diese Autoren teilen die Kopplungsarten in zwei Klassen. In natiirlichen El] 
heiten c = 4 = 1 haben alle GréBen, also auch die Kopplungskonstante 
die Dimension einer Potenz a der Linge [em¢]. Wenn fiir die Dimension ¢ 
Kopplungskonstante @ <0 ist, dann nennt man das eine Kopplung erst 
Art, wenn a> 0, dann Kopplung zweiter Art. Nur in Feldtheorien 

einer Kopplung erster Art werden Unendlichkeiten durch Renormiel 
beseitigt. Sollte es sich zeigen, daB Kopplungen zweiter Art unentbehrlh 
sind, dann wire die Anwendbarkeit von Renormierungsideen in den Fe 
theorien sehr beschrankt und ihr provisorischer Charakter augenfal 
Wegen der Unsicherheit des Erfahrungsmaterials und der Schwierigkeit 
welche der groBe Wert der Kopplungskonstante dem Vergleich der Mes) 
Theorien mit der Erfahrung entgegenstellt, sind wir aber im Dunkel, ob } 
Kopplung zweiter Art wirklich unentbehrlich ist. 


Anhang 1 


Zusammenstellung der A-artigen Funktionen. 
Alle A-artigen Funktionen lassen sich auf einheitliche Weise darstellen: 


; tky%y 
(A.1) re eee | Soe ee 


(29)* J kyky + m? 
Cc 
wo die Integration tiber d+*k = dk, dk,dk,dky in der komplexen kp-Ebij 
lings eines bestimmten Weges durchzufiihren ist. Wenn man die Integra 
auf einem geschlossenen Wege C um die beiden Pole + Y k? + m? fii 
(Abb. 2), so bekommt man die gewéhnliche A-Funktion. Wenn man @ 
beiden Pole in entgegengesetzter Richtung umliuft (Abb. 3), dann erlié 
man die (mit ¢ multiplizierte) A{-Funktion. Ein offener Weg Cp (C4) olf 
halb (unterhalb) der reellen Achse liefert die retardierte (avancierte) Ful 
tion A® (44), Die halbe Summe der retardierten und avancierten Funktiow 
liefert die A-Funktion 


(A.2) A =4(A® + AA); 


gleichwertig damit ist der Hauptwert: 


dtk. 


(A.3) By: 1 | etkuty 


(2 2) J ky ky + me 
Die A- und A“).Funktionen befriedigen die homogene SCHRODINGER-GORLJ 
Gleichung 


(A.4) (O — m?) A (x) = ( — m?*) AM (2) = 0, 
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end die A®. und A4- und A-Funktionen der inhomogenen Gleichung 
uigen: 

5) (OQ — m?) A® (x) = ( —m?) A4 (x) = ( —m?) A (2) = — 5 (2); 
/@ sind also GREENsche Funktionen (Grundlésungen). Die Beziehungen 
Mschen A®, A4, A und der A-Funktion sind 


— A fiir 2 > 0 se eo 


Roc (A eae 
= 4 =| O Ties <0), A fires, <0, A=— zed 


Abb.3 


> A-Funktion ist antisymmetrisch, A@) und A sind dagegen symmetrisch: 
mn 2 (—2,) = —A (z,),, A™ (—z,) = AW (z,), A (— ty) = A (a,). 


fiihren noch die 4+, A~ Funktionen ein, die man als FouRIER-Integrale 
stellen kann: 
i 


8) AE (ary i dtketkp ty } (kk, + m2), 
ky >0 
wae a) ees nes [ d*ketkytud (kyky+ m?). 
ky <0 


gelten folgende Beziehungen: 
9) A=At++A-, AM = 74 (A+—A-). 


ve S-Funktionen stehen mit den A-Funktionen im Zusammenhang: 


10) Sap (2) = (i 


oa ll ab 
“00x, 


— lap m) A (2). 


Anhang 2 
Die Berechnung von K,, (x) 
us den Formeln (13) und (15) folgt 
PM) Kyy(e@— 2) =— 4.0 | [p (2’) 8 (x — 2), yy (a)] + 
+ [pO (2), yu S (% — 2’) yy yp (2')] | Oy. 
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Zur Berechnung dieses Vakuumerwartungswertes braucht man die Forn e 

SP Yn = 0, SPY nYrY¥a=0 | 
(A?) SPY i= One, SPY pVrPaVo = 4 (Bus Ong + Orn Ogn— Oem 
und die Formel fiir den Vakuumerwartungswert 


(A. 13) <O | [Wa (2) 


Im (ko) 


Die letzte Formel folgt aus den Eigenschaften der y und y als Vernichtung 
und Erzeugungsoperatoren. Wenn man namlich y und yw in positive wi 
negative Frequenzen aufspaltet, dann bewirkt y* eine Absorption und 


eine Emission von Negatonen, wahrend y+ Absorption und y~ Emissi 
von Positonen bedeutet. Die Wirkung dieser Operatoren auf den V ol 
zustand ist 


(A.14) wel Oe == pt | 0 ae 0: <0| p- = <0] y- = 0, 


da in einem Vakuumzustand keine Absorption (d. h. Verminderung « 
Teilchenanzahl) eintreten kann. Es wird: 


<O| [pa (2), yala’)] | O> = <0 | [pt (@) + vr @), vt (@’) + wy (21 E 
= <0 | pt (x pe bet yr (x) i 
= 0 | {ws (@), vy (@)} | O> — <0 | {wt (@'), vr (@)} 1, 

wo he b} = ab + ba. 


Wegen der Vertauschungsrelation 
(A. 15) {p+ ( + (x 1), pe (x")} =—7 Ses (a — x’) 
und der eae des Zustandsvektors <0 | 05 = 1 bekommt man 
<0 | [Wa (x )] | 0> =—i [8 ae Sone x')] 
= = 80 (x—x’). 
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kehren wir zu (A.11) zuriick. Das erste Glied ergibt z. B. 
<0 [pO (2) yo (a — 2), Yup (x)] | OD 
= Yi Ves Say (@® — x) <0 | [py (2’), yi (x)] | 0> 
= 2 Say (xv’ — x) 05, oe 
$ zweite Glied ergibt eine iihnliche Formel, so daB 
Kyy (e&— 2’) = — hy" [SM (x — av’) y 8 (a — x) + 

.16) + S (a — 2’) pS (2! — x)]. 


t Hilfe der Formel (A.10), die auch fiir S und S() gilt, und mit (A.12) 
kommt man aus (A.16) den Ausdruck (16) im § 2. 


Zaklad Fizyki teoret. Uniwersytet M. Korrernika, Torun, Polska. 
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Ein experimenteller Hinweis 
zur Existenz einer Warmebarriere in CdS-Einkristallen 


Von K. W. BOER und W. BoRCHARDT 


Aus photochemischen Untersuchungen an Festkérpern ist bekannt, da bei optischey 
Anregung bestimmte Zentren die Tendenz zeigen, einen anderen Fehlordnungszustana 
einzunehmen. Die Tendenz fiir eine hierfiir notwendige Lageiinderung ist in starker 


Ma8e temperaturabhiangig. 


450° 350° 300° 250° 200°K 


PA 

| 
t 
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Abb. 1: ,,Elektrische Glowkurve*‘ von eigenaktiviertem CdS. Auffiillung der Haftterme bei Zimmertemp’) 
ratur. Belichtung bei 5750 AE. Drei Glowmaxima 2, 3 und 4. 


Danach kann ein Zentrum, das im Bandermodell die Bildung eines Haftterms in did 
verbotenen Zone verursacht, nach seiner Besetzung mit cinem Elektron infolge sei 
nunmehr verinderten Ladung einen anderen, energetisch giinstigeren Platz eimnehmen 
Dieser Platzwechsel ist nur oberhalb einer gewissen Temperatur wahrscheinlich. P 
tieferen Temperaturen ist der urspriingliche Fehlordnungszustand jedoch ,,eingefroren“. . 
Im Gebiet photochemischer Untersuchungen sind diese Zentren Fremdatome bzw. felt 
geodnete Kristallatome. | 


") Dieser Effekt ist grundsitzlich zu unterscheiden von einer Verschiebung der ener, 
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einiger Zeit hat ADIROWITSCH (1951) eine Reihe von Arbeiten veréffentlicht, in 
1en er darauf hinweist, daf} auch Anionenfehlstellen letztlich iihnliche EKigenschaften 
Bandermodell bedeutet das, dai gewisse Haftterme nur besetzbar werden, wenn die 
peratur des Kristalls einen bestimmten Wert iiberschreitet. Einfache Uberlegungen 
gen, da die neu in Erscheinung tretenden Haftterme energetisch tiefer liegen als die 
spriinglich vorhandenen. 


450° 350° 300° 250° 200°K 


ln o- (willk. Ejnh.) 


| = ee | 


| = eee | 
25 30 35, 40 45 50 YT-10* 


bb. 2: ,,Elektrische Glowkurve“ von eigenaktiviertem CdS. Auffiillung der Haftterme nur bei — 120°C. Be- 
lichtung bei 5750 AE. Das Glowmaximum 2 bleibt erhalten, das Maximum 3 ist nur noch sehr 
schwach angedeutet, wahrend das Maximum 4 nicht mehr auffindbar ist. Es tritt im Bereich tiefer 
Temperaturen ein neues Maximum 1 auf. 


Anlehnung an die Arbeiten von ADIROWITSCH mége ganz allgemein ein solcher 
ffekt mit der Existenz einer Energieschwelle in Zusammenhang gebracht werden, die 
’s ,,Warmebarriere“ bezeichnet werden soll. 

‘in experimenteller Hinweis auf die Existenz einer solchen Warmebarriere wurde von 
DIROWITSCH dadurch gegeben, dafi es ihm gelang, damit den bekannten Effekt des 
alten Leuchtens zwanglos zu erkliren. 

fon den Verfassern [BOER (1952), BOER und BoRcHARDT] sind kiirzlich Messungen von 
*lowkurven [ GARLICK (1949)], welche eine Méglichkeit des Nachweises von Elektronen in 
lafttermen geben, an CdS-Einkristallen ausgefiihrt worden. Bei diesen Messungen wurde 
‘er elektrische Anteil der Glowkurven (Dunkelleitfihigkeit) iiber der Temperatur auf- 
jsnommen. Die Glowkurven wurden in dem Bereich von — 100° C bis + 200° C unter- 
icht und ergaben fiir einen eigenaktivierten Kristall ein aus Abb. 1 ersichtliches Ver- 


i lten. 
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Es zeigte sich bei den Messungen, daB besonders im Gebiet héherer Temperaturen die a 
gepriigten Glowmaxima nur dann auftreten, wenn die Kristalle bereits vor der Abkithhun. 
auf — 120°C etwa bei Zimmertemperatur zur Fiillung der Haftterme belichtet w rde, 
(vgl. Abb. 2). ; 
Dieses experimentell an verschiedenen Kristallen bestiatigte Ergebnis lift sich zwangla 
unter der Annahme einer Wiirmebarriere erklaren. Danach ist es den Elektronen bei tiefe 
Temperaturen nicht méglich, in die tief gelegenen Haftterme, die dem Glowmaximum he 
hohen Temperaturen entsprechen, zu gelangen. 


i 
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Die Zielhelligkeit im Scheinwerferlicht setzt sich aus zwei Anteilen 


yusammen: aus dem vom Ziel reflektierten Licht und aus dem Streu- 
licht des Scheinwerferkegels. Aus Zielhelligkeit und Hintergrunds- 
helligkeit wird der Kontrast berechnet und mit der Kontrastschwelle 
‘des Auges verglichen. So wird die Reichweite des Scheinwerfers be- 
stimmt. Fiir die Abhangigkeiten der Reichweite von der Normsicht- 
weite, vom diffusen Reflexionsvermégen des Zieles, von der ZielgroBe 
und von der VergréBerung durch das Fernglas werden Gleichungen 
aufgestellt und graphische Darstellungen gegeben. Weiter wird der 
Einflu8 des Beobachterabstandes, der Lichtstarke und der Licht- 
starkenverteilung im Scheinwerferkegel untersucht. Es: wird fest- 
gestellt, daB die VergréBerung der Lichtstarke eines Scheinwerfers 
im Vergleich zu einer VergréBerung des Beobachterabstandes wenig 
ausmacht. 
Nachdem diese ersten Betrachtungen die homogen getriibte Atmo- 
sphare betrafen, wird nun die Reichweite in einer beliebig geschich- 
teten Dunstatmosphare berechnet. Nach einem graphischen Ver- 
fahren ist es méglich, die schriage Reichweite in geschichteter Dunst- 
atmosphare zu bestimmen. Es wird gezeigt, daB die schrage Sicht- 
weite bei Tage immer weit gréBer als die schrige Reichweite bei Nacht 
ist. In Analogie zur Schragsichtweite wird der Begriff des Aktions- 
radius des Scheinwerfers eingefiihrt und in einer Tabelle eine Zahlen- 
zusammenstellung dargeboten. 
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